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EXERCICE 1 : LE MONOPOLE

En France, le transport ferroviaire de voyageurs est I'affaire exclusive de la SNCF. Cette-
derniere a identifié que, quotidiennement, la demande de voyages entre Montpellier et Paris est
donné par la fonction D(P) = 12000 — 100P. De plus, le coiit moyen de production d’un voyage est
égal a 30€.

1) Rappelez les hypotheses sous-jacentes au modele de monopole.

2) Dérivez et commentez la régle de tarification optimale d’une entreprise en situation de
monopole en faisant apparaitre (i) I'indice de Lerner et I’élasticité de la demande (ii) les
fonctions de codts et de recette marginales.

3) Déterminez le couple (p™,q™) a I’équilibre du monopole et déduisez-en le profit optimal
ainsi que le surplus du consommateur et le bien-étre social a I’équilibre du modele.

4) Déterminez le couple (p*,q*) a I’équilibre concurrentiel et déduisez-en le profit optimal ainsi
que le surplus du consommateur et le bien-étre social a I’équilibre du modéle.

5) Représentez graphiquement les deux équilibres précédemment calculés et faites apparaitre la
« perte seche » engendrée par le monopole. Calculez son montant.

EXERCICE 2 : LA DISCRIMINATION PAR LES PRIX

Monsieur Karloff gére de facon rationnelle une salle de cinéma qui, en projetant en exclusivité
et en V.O. des films d’épouvante polonais, dispose d’'un monopole. On connait I'expression de sa
fonction de coit total :

C(Q) =10Q
Il décide de pratiquer une discrimination entre les spectateurs étudiants (E) et les non-
étudiants (NE) dont on connait les fonctions de demande.

15P

5P
Dyp(P) = 150 — 3

1) Rappelez ce qu’est la discrimination par les prix. Quel est 'objectif d’une telle politique
tarifaire ? Quelles sont les trois formes de discrimination au sens de Pigou? Quelle forme est
envisagée dans le cadre de cet exercice ? A quelles conditions une telle pratique peut-elle étre
mise en ceuvre ? Est-elle légale ?

2) Dérivez et commentez la regle de tarification optimale d’une telle pratique puis déterminez
les couples (Pg,Qr) et (Pyg,Qng) @ I'équilibre du monopole discriminant. Déduisez-en le
niveau profit optimal, le surplus des étudiants et des non-étudiants, [’élasticité-directe-prix
de chacun des groupes et le bien-étre social a la solution du modeéle.

3) Commentez les effets de la discrimination sur le profit du cinéma, sur le surplus des étudiants
et des non-étudiants ainsi que sur le bien-étre social en comparant ces valeurs a celles qui
auraient été obtenues si Karloff avait pratiqué un tarif unique.



EXERCICE 3 : LES RELATIONS VERTICALES

Dans un petit village des Cévennes, Claire est productrice de pélardon. Son codt total de

production est donné par la fonction C(q) = cq avec ¢ > 0.

Supposons dans un premier temps qu’elle n’ait pas la possibilité de vendre directement ses

fromages sur le marché. C’est Régine, la gérante du supermarché local, qui lui achéte ses fromages au

prix de gros unitaire w pour ensuite les distribuer auprés de la clientele de son magasin au prix de
détail unitaire p. On supposera que le colt de distribution est nul. La fonction de demande des

consommateurs est D(P) = a — bP avec % > c.

1)

2)

Représentez la chaine verticale. A quel type de jeu a-t-on affaire ici? Représentez-le sous
forme développée. Quelle méthode nous permettra de résoudre ce modele ?

Déterminez le prix de détail optimal p* choisi par Régine ainsi que le prix de gros optimal w*
choisi par Claire. Déduisez-en la quantité de fromage q* écoulée sur le marché, le profit de
Régine (I1y), celui de Claire (T17), le surplus des consommateurs S*et enfin le bien-étre social
w,

Supposons désormais que Claire ait la possibilité de vendre directement ses fromages aupreés

des consommateurs.

3)

4)
5)

6)

Préferera-t-elle continuer a passer par l'intermédiaire de Régine ou a servir directement les
consommateurs ? Quelle option serait préférée par ces derniers ? Qu’en dirait le maire du
village (supposé rechercher le plus grand bien-étre social possible pour sa communauté) ?
Commentez vos réponses.

Supposons enfin que des restrictions verticales puissent étre introduites.

En quoi consistent de telles restrictions ? Quel en est I'objectif ?

Si Claire pouvait proposer a Régine un contrat de franchise (tarification binéme du type
T(q) = A + wq), quel serait le contrat optimal (w”, AF) choisi par Claire. Qu’en serait-il si
c’était Régine qui pouvait définir les termes d’un tel contrat ? Commentez vos réponses.

Si Claire avait la possibilité de mettre en ceuvre un prix de revente imposé, quel serait le prix
pPRI qu’elle choisirait ? Déduisez-en le prix de gros wPR! qu’elle mettrait en ceuvre ainsi que
le profit qu’elle réaliserait ainsi que celui de Régine. Une telle pratique existe-t-elle ?
Commentez vos réponses.



EXERCICE 4 : CONCURRENCE ET INTERACTIONS STRATEGIQUES

Supposons que Samsung et Apple se partagent le marché des Smartphones. Les biens
produits par ces deux firmes sont supposés étre homogénes.

Dans un premier temps, les deux firmes sont en concurrence par les prix. De plus, elles sont
technologiquement symétriques (c4, = cs = c). Si les firmes vendent leur bien au méme prix, alors la
demande se partage également entre Samsung et Apple.

1) En fonction de p4 et de ps, déterminez la demande D;(p;,p—;) avec i = {A, S} s’adressant a
chacun des firmes.

2) Déterminez les prix optimaux p) et ps choisis simultanément par les firmes. Déduisez-en leur
niveau de profit optimal. Commentez.

3) En quoi lintroduction de contraintes de capacité, de répétition de interactions ou de
différentiation des biens pourraient modifier I’équilibre du modele ?

Supposons désormais que ¢4 > Cg

4)  En fonction du différentiel d’efficacité qui sépare Samsung et Apple, déterminez les prix
optimaux p,* et ps* choisis simultanément par les firmes.

Supposons désormais que les firmes soient en concurrence par les quantités. La fonction de
demande inverse s’adresse a elle est alors donnée par P(Q) = a — bQ avec Q = q4 + qs5 et a > cs.
Nous nous intéresserons au cas pour lequel ¢, > cs.

5) Déterminez les quantités optimales q et qs choisies simultanément par les deux firmes.
Déduisez-en le profit optimal dégagé par chacune des firmes. Commentez.



EXERCICE 5 : LA DIFFERENTIATION HORIZONTALE
Anna et Boris vendent des glaces sur la plage reliant la Grande Motte a Palavas-les-Flots.
Anna vend ses glaces p,€ et Boris pg€. lls ont le méme codt unitaire de production ¢ > 0.

Représentons cette plage par le segment [0,1], 0 étant la localisation de la Grande Motte et 1
celle de Palavas-les Flots. Le magasin d’Anna est localisé en a € [0,1] et celui de Boris en b €]0,1] tel
que a < b. On considére dans un premier temps que cette localisation est donnée de maniére
exogéne. Sia = b, alors la demande se partage également entre Anna et Boris.

On suppose que les individus (consommateurs) présents sur cette plage y sont répartis de
maniére uniforme: @ ~ U[0,1] = f(6) =1, F(0) =0 o4 la variable aléatoire © caractérise la
localisation d’un individu.

Manger une glace permet a chaque consommateur d’avoir un niveau d’utilité brute u > 0.

Cependant, puisqu’ils doivent se déplacer au magasin d’Anna ou a celui de Boris, les
consommateurs souffrent d’un codt de transport unitaire t > 0.

Chacun des consommateurs peut soit acheter une glace a Boris, soit a Anna, soit ne pas en
acheter.

Enfin, I'utilité de réserve est normalisée a zéro et la distance est mesurée linéairement.

1) Qu’entend-on par « différentiation » ? Rappelez brievement ce qui distingue la
différentiation horizontale de la différentiation verticale. A quel type de différentiation a-
t-on affaire ici ?

2) Déterminez le niveau d’utilité final d’'un consommateur 6 € [a, b | lorsque celui-ci achéte
une glace a Anna (Uy) puis lorsque celui-ci achéte une glace a Boris (Ug).

3) Déterminez les conditions générales sous lesquelles le marché sera couvert. De méme,
déterminez sous quelles conditions le marché serait monopolisé ou par Anna ou par Boris.

Supposons qu’a I’équilibre, le marché soit couvert et non monopolisé.

4) Que peut-on en déduire quant & la localisation du consommateur indifférent 0 et quant &
la demande qui s’adressera a Anna et Boris.

5) Déterminez la localisation du consommateur indifférent 8 et déduisez-en les demandes
qui s’adressent a Anna et a Boris.

6) Déterminez les prix p, et pp choisis simultanément par Anna et Boris. Déduisez-en la
demande s’adressant a chacun d’entre eux a la solution du modéle.

7) Calculez le profit réalisé par Anna et par Boris a la solution du modéle. Si on leur offrait la
possibilité de modifier leur localisation, préféreront-ils se déplacer vers l'intérieur ou
I'extérieur du segment ? Commentez puis déterminez la localisation choisie par Anna et
celle choisie par Boris a la solution du modéle

8) Supposons désormais que la distance soit mesurée de maniére quadratique. Déterminez
la localisation choisie par Anna et celle choisie par Boris a la solution du modeéle.
Commentez.



QUELQUES COMPLEMENTS SUR LE MONOPOLE

1) Mise en évidence graphique du triangle d’Harberger

Nous I'avons vu, la regle de tarification linéaire d’'un monopole non régulé génere ce que I'on appelle un poids mort (Dead
Weight Loss) par rapport a I’équilibre concurrentiel. Nous avions mise en évidence graphiquement ce poids mort dans lorsque
la fonction de co(t était linéaire, a présent, faisons de méme avec une fonction de co(t strictement croissante et strictement
convexe nous donnant une fonction de colt marginal linéaire strictement croissante.

P
A
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P¢ .
N\
B r(Q) P(Q)
> Q
0 om 0°

7(Q) = Recette marginale, c(Q) = Colt marginal, (P™, Q™) = Equilibre du monopole, (Q¢, P¢) = Equilibre concurrentiel

Dans le cas de I’équilibre concurrentiel, le profit de la firme est égal aux recettes OP°E Q€ moins les colits OBE Q€. Le profit
est donc représenté par le triangle BPCE. Le surplus des consommateurs est lui égal au triangle AP°E. Le bien-étre défini ici
comme la somme des profits et du surplus des consommateurs est donc égal au triangle ABE.

A I’équilibre du monopole, le profit de I'entreprise est égal aux recettes OP™CQ™ moins les colits OBD Q™. Le profit est
donc représenté par le trapéze BDCP™. Le surplus des consommateurs est lui égal au triangle AP™C. Le bien-étre défini ici
comme la somme des profits et du surplus des consommateurs est donc égal au trapéze ABDC.

Calculons a présent la variation de bien étre due au passage d’un équilibre concurrentiel a un équilibre monopolistique :
AW = ABE — ABDC = CDE

Le triangle CDE mesure donc la perte de bien étre engendré par la monopolisation du marché, il s’agit du triangle
d’Harberger.

2) Le monopole multi produits

Considérons ici le cas le plus simple dans lequel le monopole produit seulement 2 biens indicés par i = {1, 2}. A chaque
produit est associé une fonction de demande dépendant du prix des deux biens (les marchés ne sont pas
indépendants) : q; = D;(p;1,p2). On suppose par ailleurs une fonction de colt total séparable du type C(qy,q2) =

C1(q1) + C3(q2)
Le programme du monopole est alors le suivant :

;T;%)Z(H(Pppz) = Di(p1, p2)r1 + D2(p1,p2)D2 — C1(D1(P1:p2)) — C,(Dy(p1,12))

Développons par exemple la condition premiére relative au prix p;

oMl(py, p2) -0 o 9D (p1,p2) 9D;,(p1,p2) _ 6C1(D1(P1'P2)) 9D (p1,p2) _ aCz(Dz(Pth)) 9D,(p1,p2) _

+ Dy (py,p2) + 0
op, op, P 1P P2 apy P2 0Dy (p1,02) p1 0D, (p1,p2) py




ac;(Di(py, S
Notons ¢; = M, la CPO s’écrit alors :

0D;(p1,v2)
0D, (p1,p2) 9D, (p1,p2)
AN Pl _ = —D , A e _
aps Py —c1) 1 (P1, 02) ap, (P2 —¢2)
Ips D,(p1,p2)  Ops
(71— ) = —Dy(py,p2) - ~c
P ! 1P P2 D, (p1,p2) p, D, (p1,p2) ®: 2)
(1 —c1) _ _D1(P1'pz) op, . 9D, (p1,p2) p, D2 —C
P1 P1 D, (p1,p2) opy 0D;(p1,p2) D1

P , L . . . . . dD;(p1.p2) Pj
Définissons I'élasticité de la demande de bien i par rapport au prix du bien jcomme ¢&;; = —%W’p)
Ji i(P1.P2

On peut alors réécrire la CPO :

(p1 — 1) _ i _ 9D, (p1,p2) p, D2 —C2 p_1D1 (1, p2) D2(p1,02)
P1 €11 op, D (p1,p2) 1 P1D1(p1,p2) D2 (p1,p2)

Utilisons un jeu de couleurs pour mettre en évidence les élasticités dans le dernier terme :

(P —c1) _ i _ 9D, (p1,p2) op, P2 —C &01 (p1,v2) D2(p1,02)
P1 €11 ops D1 (p1,p2) 1 P1D1(p1,p2) D2 (p1,p2)

Py —c1) _ i P2 — ¢z D,(p1,p2) €12
P1 €11 p1 Di(p1,p2) 11

Nb : Si Iélasticité croisée est nulle, on retrouve la regle d’équilibre simple du monopole mono-produit.

Remarque : On pourrait faire la méme chose en prenant I'autre condition du premier ordre.

Ce déroulement analytique avait pour but de donner une illustration simple de la régle de tarification du monopole multi-
produit a N biens qui est difficilement dérivable. La voici pour rappel:

(pi—c) 1 Zj::i(pj - Cj)DjSij

i & piD;e;;

Discutons a présent les deux cas qui peuvent se présenter a nous relativement a la nature des interactions entre les

marchés :
Cas n° 1 : Les biens sont des substituts

_0Di(p1,p2) D <0 5 Yjxi(pj — ¢)Dseij <05 (pi — i) S oa I

aD:(pi,pj) S
op;  Di(p1,p2) piD;&;; pi & P &

0- Sij=

Ou p{" serait le prix du bien i mis en ceuvre par un monopole mono-produit produisant uniquement le bien i. Cette nouvelle
régle de tarification s’interprete simplement comme la prise en considération les interactions concurrentielles entre les

différents biens (proposer un bien a un prix relativement élevé stimule la demande des autres biens)

Cas n’® 2 : Les biens sont des compléments

_0Di(P1,pz) Pj >0 —> Zjii(pj _Cj)Djsij >0- i —c) <l o 1—ﬂ<l<—>pi <p"

aD:(pi.pj)
op;  Di(p1,p2) piD;&;; pi & P &

<0- fij=

Ou p[™ serait le prix du bien i mis en ceuvre par un monopole mono-produit produisant uniquement le bien i. Cette nouvelle
regle de tarification s’interprete simplement comme la prise en considération de I'externalité positive liée au mécanisme
implicite de subvention entre les différents biens (proposer un bien a un prix relativement bas stimule la demande des autres

biens du fait de leur complémentarité).
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INSTRUCTIONS :

- Vous avez 2h pour répondre a I'ensemble des questions suivantes.

- Aucun document n’est autorisé. Les calculatrices non programmables sont autorisées.

- L’énoncé est constitué de 5 pages. Assurez-vous que celui-ci est complet.

- Dans la PARTIE 1, il vous est demandé de préciser si chaque proposition est VRAIE ou FAUSSE. Entourez les lettres
associées aux propositions justes et barrez entiérement les propositions fausses. Toute proposition n’étant ni
entourée ni barrée sera considérée comme une non-réponse. Aucune justification n’est demandée dans cette partie.
- Dans la PARTIE 2, il vous est demandé d’entourer LA bonne réponse de chaque question en entourant la lettre y
étant associée. Inutile de barrer les propositions fausses. Veuillez détailler vos raisonnements et calculs sur votre
copie d’examen. Toute réponse non justifiée ne sera pas comptabilisée dans la notation

- Les mauvaises réponses n’affectent pas votre note négativement.

- Le bareme n’est donné qu’a titre indicatif.

- N’oubliez pas de glisser cet énoncé dans votre copie d’examen avant de le rendre.

- Merci d’écrire LISIBLEMENT.

Bon courage !

PARTIE 1 : QUESTIONS DE COURS (8 points —40min)

1) Le paradigme de concurrence pure et parfaite dans un marché repose sur I’hypothese :
a. D’information parfaite des agents économiques
b. De linéarité des fonctions d’offre et de demande
c. D’atomicité de I'offre et de la demande
d. De rendements d’échelle décroissants de la fonction de production

2) Dans un modele de monopole simple :
a. Le pouvoir de marché du monopole (mark up) est proportionnel a I'élasticité de la demande
b. Aléquilibre, le bien étre social est égal a celui qui aurait été atteint en concurrence pure et parfaite
c. L’équilibre se trouve en égalisant le cot marginal du monopole a sa recette moyenne

3) Un exemple de discrimination par les prix est celui :

éme

a. D’un billet de train de 1°" classe vendu plus cher qu’un billet de 2°™ classe
b. D’une place de cinéma vendue plus chére pour la séance du Samedi soir que pour celle du Lundi
matin

c. D’un tarif étudiant au concert de Scorpions plus avantageux qu’un tarif standard

4) Ladiscrimination du 1 degré :
a. Permet ala firme d’augmenter son profit par rapport a une tarification non discriminante
b. Maximise le bien étre social
c. Estsouvent utilisée en pratique
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5) (BONUS) La discrimination du 2°™ degré :

a.

Renvoie a une situation dans laquelle I'information est parfaite mais incompléte au sens de la
théorie des jeux

Est mise en ceuvre via des mécanismes incitatifs d’auto-sélection

Contraint généralement la firme a laisser une rente informationnelle a certains consommateurs

6) Par rapport a une tarification non discriminante, la discrimination du 3°™ degré :

a.
b.
C.

Est actuellement illégale en France

Favorise les groupes de consommateurs dont |'élasticité de la demande est la plus faible

Fait progresser le bien étre social (défini comme la somme des profits et du surplus des
consommateurs)

7) Dans un modele de relation verticale classique (un producteur, un distributeur) :

a.

Le prix de détail choisi par la structure intégrée (fusion des deux firmes) est généralement supérieur
a celui qui sera choisi par le distributeur lorsque les deux firmes sont séparées

Le phénomeéne de double marginalisation nuit au consommateur

Certaines restrictions verticales (franchises, prix de revente imposé...) peuvent permettre a la firme
disposant du pouvoir de négociation de capter tout le profit de I'autre firme

La résolution de ce modele est analogue a la résolution d’un jeu dans lequel fournisseur et
distributeur choisissent simultanément leur prix de vente (respectivement w et p)

8) Dans un modeéle standard de concurrence a la Cournot a 2 firmes :

o oo

La fonction de profit de chaque firme dépend uniquement de la quantité qu’elle offre sur le marché
A I'équilibre de Nash, aucune firme n’a intérét a dévier unilatéralement

A I'équilibre de Nash, La firme la plus efficace offre une quantité plus importante que son concurrent
A I'équilibre de Nash, les deux firmes font un profit nul

9) Dans un modeéle standard de concurrence a la Bertrand a 2 firmes :

a.

Si les firmes sont symétriques, si le bien est homogeéne et s’il n’existe pas de contrainte de capacité,
alors les firmes font généralement un profit strictement positif

Si une firme est plus efficace que I'autre, alors le prix choisi par la firme la plus efficace coincide avec
celui qu’elle aurait choisi en situation de monopole

Dans la situation décrite par le paradoxe de Bertrand, le bien étre social est maximal

L’équilibre de Bertrand est inchangé si I'on relache I’"hypothése d’homogénéité du bien

Les firmes peuvent parvenir a un équilibre collusif dans lequel elles dégagent des profits strictement
positifs dés lors que I'on suppose que le jeu peut étre répété une infinité de fois

10) La différentiation des biens :

Permet aux firmes de limiter I'intensité de la concurrence et donc d’augmenter leur profit

Est dite horizontale lorsque tous les consommateurs effectuent le méme classement des biens

Est dite verticale lorsqu’un distributeur transforme un produit (qu’il a précédemment acheté auprés
d’un producteur) avant de le vendre aux consommateurs
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11) Dans le modele standard d’Hotelling a deux firmes (A et B tel que A < B):

a.

Si la firme A est localisée en 0 et la firme B est localisée en 1, alors la demande adressée a A est
toujours égale 3 6 (6 étant le consommateur indifférent entre 4 et B)

La résolution de ce modele est analogue a la résolution d’un jeu séquentiel a information compléte
dans lequel les firmes choisissent d’abord simultanément les prix p4 et pg et ou, aprés avoir observé
les prix de marché, les consommateurs choisissent simultanément a qui acheter (dy, dg)

Lorsque la localisation est endogéne et que la distance est mesurée de maniere quadratique, alors
les firmes cherchent a s’éloigner I'une de l'autre le plus possible (principe de différentiation
maximale)

Du point de vue du planificateur bienveillant qui cherche a maximiser le bien étre social, la

I . . . 1 2
localisation optimale des firmes est donnée par A = et B = 3

PARTIE 2 : EXERCICES (12 points — 1h20)

Exercice 1 : (5 points - 30min)

Supposons que la ville de Montpellier ne dispose que d’un seul cinéma en situation en monopole. Sa fonction de

co(t total est donnée par C(Q) = 2Q ou Q indique le nombre de places vendues. La fonction de demande globale

qui s’adresse a lui est donnée par D(P) = 110 — 5P. On suppose que le cinéma est une entreprise rationnelle qui

cherche a maximiser son profit.

12) Le prix optimal P™ choisi par le cinéma sera :

a.

b
C.
d.
e

P™ =2
P™ =12
P™ =20
P™ =50
Autre

13) A I'équilibre, le profit réalisé par le monopole est égal a :

a.

b
C.
d.
e

nmm=0

I =180
m =500
m =600

Autre

14) Le surplus des consommateurs a I'équilibre est égal a :

a.

b
C.
d.
e

S™ =10
m =250
S™ =1000
S™ = 2450

Autre

15) A I'équilibre du monopole, I'élasticité prix de la demande est égale a :

a.
b.

C.

eMm=-10
6
eM=—=
5
1
eM = ——
10
6
eM=——
125
Autre
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16) (BONUS) La perte seéche (Dead Weight Loss) générée par le monopole est égale a :

a. DWL™ =

b. DWL™ = 250
c. DWL™ =300
d. DWL™ =810
e. Autre

Supposons désormais que ce méme cinéma décide de proposer deux tarifs différents : un tarif réduit pour les
étudiants (sous présentation d’une carte d’étudiant valide) et un tarif plein pour les autres. Le cinéma parvient a
identifier les deux segments de demande : la demande des étudiants (E) est donnée par Dz (Pg) = 36 — 3P etla
demande des non étudiants (NE) est donnée par Dyg(Pyg) = 74 — 2Pyg. Les autres données de I'exercice restent

inchangées.

17) Les prix Pg et Py choisis par le monopole sont :
a. PE=ZetPNE=2
b. Py =7etPy;=>

C. PE=10etPNE=23

32 73
d. PE=?etPNE=?

e. Autre
Exercice 2 : (4 points — 25min)

Considérons a présent deux entreprises rationnelles, maximisatrices de profit, qui sont en concurrence sur le marché
d’un bien homogene. La variable stratégique est ici la quantité (compétition a la Cournot). Les firmes ne sont pas
symétriques d’un point de vue technologique : en effet, la firme A a un co(t total de production donné par la
fonction C4(Q4) = 8Qy alors que la firme B a un co(t total de production donné par la fonction Cz(Qp) = 5Q5 La
demande inverse globale qui s’adresse indifféremment aux deux firmes est donnée par la fonction P(Q) = 60 — 2Q

avecQ =q4 + qp.

18) Lorsque les firmes choisissent simultanément les quantités q4 et gp, I’équilibre de Cournot est donné par :

c _ 26 C_55
a. qA—?eth—z
c _ ¢ _ 55
b. qA—13eth—T

c _ 49 c_ 29
C. q4=—etqp =7

c _ 26 c_29
d. qA—Beth 3
e. Autre

Supposons a présent que I'entreprise A choisisse g3 en premier (leader de Stackelberg) et que la firme B choisisse
q3 aprés avoir observé q3. Les autres données de I'exercice restent inchangées.

19) L’équilibre de Stackelberg est donné par :

a qi=Tetqi=7
b. q;= %etq;;:zg—g
¢ gi=Tetqg=%
d. q;2=§etq§=14—3

e. Autre
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Exercice 3 : (3 points — 25 min)

Considérons un modele d’Hotelling standard. La firme A est localisée en a = S et vend le bien au prix py, la firme B

est localisée en b = " et vend le bien au prix pg. On considére que les firmes sont symétriques d’un point de vue

technologique et que leur codt unitaire est nul. Les consommateurs sont répartis uniformément sur le segment
[0,1]. Leur demande est unitaire. Le co(t unitaire de déplacement est égal a t = 2 et la distance est mesurée
linéairement. La consommation du bien procure a chaque individu le méme niveau d’utilité brute u = 10. On
suppose que le marché est couvert.

Indice pour la question 20: La structure du modéle est telle que le consommateur indifférent 8 entre acheter a A ou
a B se localise entre les deux firmes. Autrement dit : 8 € [a, b]

Indice pour la question 21 : Soit le trapeze ABCD suivant :

C

(4B + CD) x BC
2

Aire ABCD =

20) A I'équilibre, les prix choisis par les firmes A et B sont donnés par :

_9 _9
a. pA—Eeth—E

b. pA=§eth=5
C. pp=5etpg=2

Pa=2etpg =2
e. Autre

21) (BONUS) A Iéquilibre, le bien étre social (défini comme la somme des profits et du surplus des
consommateurs) est égal a :

39
a. W=—
4
75
b. W=—
8
15
(o =—
8
25
d. =—
4
e. Autre
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PARTIE 1 : QUESTIONS DE COURS

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Vrai

Faux (On utilise généralement des fonctions d’offre et de demande linéaires pour simplifier les
calculs mais on pourrait tout aussi bien raisonner avec des fonctions non linéaires)

Vrai

Vrai

Faux (Le mark up est inversement proportionnel a I'élasticité de la demande)

Faux (Le monopole empéche certaines transactions socialement désirables de se réaliser et génere
de fait une perte seche)

Faux (Le monopole égalise sa recette MARGINALE a son colt marginal)

Faux (Les deux biens ne sont pas homogénes)
Faux (Les deux biens ne sont pas homogénes)
Vrai

Vrai
Vrai

Faux (Il est impossible en pratique d’appliquer un tarif différent pour chaque consommateur)

Faux (Rien avoir avec les concepts informationnels de la théorie des jeux. L'information est
imparfaite dans le sens ou les firmes font face a des consommateurs qui détiennent une information
privée.)

Vrai

Vrai

Faux (Les tarifs étudiants, chGmeurs, seniors etc. en sont I'exemple.)

Faux (Favorise au contraire ceux qui ont une élasticité de la demande élevée.)

Faux (Ne fait pas nécessairement progresser le bien étre social. Ce sera le cas seulement si la somme
des gains en profit du monopole et en surplus des consommateurs a forte élasticité surpasse les
pertes en surplus des consommateurs a faible élasticité.)



7)

8)

9)

10)

11)

Faux (L'intégration verticale élimine le probleme de la double marge et conduit généralement a un
prix de détail plus faible.)

Vrai

Vrai

Faux (La résolution de ce modeéle s’apparente a la recherche de la solution d’un jeu SEQUENTIEL)

Faux (Les interactions stratégiques sont telles que la fonction de profit de chaque firme intégre non
seulement la quantité qu’elle offre sur le marché mais également celle de son concurrent.)

Vrai

Vrai

Faux (La concurrence a la Cournot est une forme de concurrence « douce » dans laquelle les firmes
dégagent des profits strictement positifs contrairement au paradoxe de Bertrand.)

Faux (La situation décrite renvoie précisément au paradoxe de Bertrand dans lequel les firmes
établissent I’équilibre concurrentiel et font un profit nul.)

Faux (Pas nécessairement : seulement si le co(t marginal de la firme la moins efficace est
strictement supérieur au prix de monopole de la firme la plus efficace.)

Vrai

Faux (Des lors que les biens sont différenciés, une firme peut avoir intérét a augmenter son prix par
rapport a celui établi a I'équilibre de Bertrand.)

Vrai

Vrai
Faux (Au contraire, chaque consommateur classe les bien dans un ordre qui lui est propre.)
Faux (Est dite verticale si tous les consommateurs effectuent le méme classement des biens.)

Faux (Pas toujours : uniqguement sous I"hypothése de couverture du marché, d’uniformité de la
distribution des consommateurs et de non monopolisation du marché.)

Vrai

Vrai

Faux (La localisation optimale est telle que la distance maximale a parcourir est minimale. Ainsi, on

trouve A = et B = E.)
4 4

PARTIE 2 : EXERCICES

Exercice 1:

12) b. P™ = 12

Le profit du monopole s’écrit : [T = (110 — 5P)P — 2(110 — 5P) = (110 = 5P)(P — 2)
Le monopole est price maker, il choisit P™ = arg maxpm I1 = (110 — 5P)(P — 2)

la condition du premier ordre est telle que :

onm

S =06 —5(P™—2)+ (110 =5P™) = 0 & 5(P™ —2) = 110 — 5P™  10P™ = 120 «|P™ = 12

apm




13) c. 1™ = 500

™ = (110 — 5P™)(P™ — 2) = (110 — 5 x 12)(12 — 2) = 50 x 10 ©{I™ = 500

14) b. S™ = 250

Qm

Nous savons que S™ = (prix de réserve — P™) X 5

La demande des consommateurs a I’équilibre du monopole est donnée par :
QM=110—-5P™ =110-5%X12 & Q™ =50

Pour trouver le prix de réserve, nous devons préalablement expliciter la fonction de demande inverse :
Q=D(P)=110-5P < 110—-Q =5P & P(Q) = 22 — % Ainsi le prix de réserve est égal a 22. S™ =

(22—12)x?=10x25<—>5m=250

6
15) b. g™ = — =
5
aQ a
o laewiies . Q _ P P
La fonction d’élasticité prix de la demande est donnée par : & = 2% = a; ) P
P
aD(P) _ 9(110-5P I P . \ .
#) = &K ) — —5. Ainsi, € = —5 X —. Ce qui nous méne au résultat :
ap ap Q
P™ 12 6
eM=-5Xx—=-5x=6|lM"=—-
Qm 50 5

16) b. DWL™ = 250

Nous devons tout d’abord calculer I’équilibre concurrentiel :

Cm(Q°) =P(Q°) & 2=22 —Q?C<—> Q¢ =100etP¢ =2

A I’équilibre concurrentiel, la firme réalise un profit nul (IT° = 0) et les consommateurs réalisent un surplus égal a :
S¢=(22-2) X % = 20 x 50 = 1000. Soit un bien étre social W¢ = 0 + 1000 = 1000. En situation de

monopole, le bien étre social est égala W™ = II™ + S™ = 500 + 250 = 750. La perte seche (Dead Weight Loss)
se mesure comme la différence des biens étres sociaux : DWL™ = W€ — W™ = 1000 — 750 «<|{DWL™ = 250

lllustration graphigue : DW L™ est donné par I'aire du triangle grisé.

22
P™ =12
P¢= Cm=2

Q™M™ =50 ¢=100



17) b. Py =7 et Pyp ==

Le profit du monopole discriminant est donné par :

Mp = (36 — 3P;) P + (74 — 2Pyg)Pyg — 2(36 — 3Py + 74 — 2Pyg) = 36Py — 3PZ + 74Pyp — 2Py — 220 + 6P + 4Pyg
o M = 42P; — 3PZ + 78Pyy — 2P2; — 220

Le monopole discriminant choisit (Pg, Pyg) = argmaxp, p, . lIp =42P; — 3P¢ + 78Pyp — 2P — 220

Les conditions de premier ordre sont telles que :

M o 0e42-6Pp=0 o|Py=7
aPg

ol 39
aPNE:0<_>78_4'PNE:0 (_)PNE:?

Exercice 2 :

49 29
18) c.qf = —etqf =~

Chaque firme maximise son profit par rapport a la seule variable de contréle qui est la quantité qu’elle offre sur le
marché.

Le co(t unitaire de la forme A est égal a 8 tandis que celui de la firme B est égal a 5. Il vient :
(P4) : maxg, Ty = (60 —2q4 — 2qp — 8)qa et (Pp) : maxq, Ilp = (60 — 2q4 — 295 — 5)qp

Les conditions de premier ordre donnent :

52—4q,—2q5 =0 © q; =% & q; =13 — 12 = MR,(qp)
., 95—2q, . 95 qu
55—-4q9p—2q,=0 o qg=——7F— © qg =——— = MRp(qa)
4 4 2
55 g% 1 55 g4 3 49 49 _ 4 49
45 = MRy(MRp(q)) =13 (7 =) x5 =18 -5~ o qi =T caf=7xz0ai =7
49 55 49 1 29
Cc Cc C
= MR = MR (—):———x— ==
5] B(QA) (g 4 6 2‘_"73 3

49 61
19) c. g5 =Tetq§ =3

Dans I'équilibre de Stackelberg, le leader (la firme A) choisit la quantité g3 qui maximise son profit en anticipant la
réaction de B via sa fonction de meilleure réponse :

55 q3
a5 = —— = MRy(q5)

, 55 ¢ 49
(P'4) + max Tl = (60— 24 — 2MR5(4) = 8)qs = (52— 205 — 2 X (0 =244 = (5~ 44 ) 44

La condition de premier ordre donne :

49 49

4= —q1°94=

La firme Boffre a I’équilibre de Stackelberg une quantité égale a :

g 55 49 1 [ 6l
= — — — — & = —
B=3 "3 77 7|1~




Exercice 3 :
20)d.py = 2etpp = 2
Grace au premier indice, on peut établir le schéma suivant :

0| l I I | 1

On commence par chercher la localisation du consommateur 6 indifférent entre achetera Aoua B :

~ 1 3 -~ 1 3 ~

10—27,4—2(9—1):10—293—2(1—Q)H—PA—ZQ'FE:—PB—E"‘ZB‘—’PB—PA+2=49

Pz~ Pa
4

<—>§:

N 1
2
Le marché est couvert, les consommateurs sont distribués uniformément. Ainsi :

Da(paps) =0 =PPA 4 2 et Dy(pa,pp) = 1 — 0 = 5+ PAEE

Maintenant que le firmes connaissent leurs fonctions de demande respectives, elles vont choisir leurs prix respectifs

de telle maniére a ce que leur profit soit maximal :

. _ (rB—pa , 1 . _ (1, pa—pB
(Pa) : maxy,, T, = (T+E) pa et (Pg) : maxp, Ilp = (§+T) PB

Les conditions du premier ordre donnent :

Pa Pe— Pa 1 PB
—4=T+E<—>PA:PB—PA+2‘_’2PA:Z’B+2‘—’PA:1+2:MRA(pB)
P Pa—pp 1 Pa
—4=T+E<—>PB:PA_PB+2‘_’2PB:PA+2‘_’PB:1+2:MRB(pA)

1 1 3 3 3
Pa= MRyMRy(@,) =1+5x (1+2)=142+2 o 3p, =20 p, =2x

w s
I
N

“\Pa

2
pg = MRg(ps) = MRp(2) =1 +E ©lpg =2

39
21) a. W = T

Calculons d’abord le profit réalisé par les firmes :

~ pg—Dvsa 1 2—-2 1 1

D ==y = 4=

4(P4, DB) 2 +2 2 +2 >
. pa—pg 1 2-2 1 1
D —1-8 = . i
5(Pa, DB) 0 2 +2 2 +2 >

1
HA=DAXpA=EX2=1

1
l_[B=DBXpB=§X2=1

Intéressons nous a présent au surplus du consommateur. Pour cela nous avons besoin de calculer la localisation du
consommateur indifférent 8 ainsi que I'utilité nette qu’il dégage :
2—2 1

6= bo=o
T4 2 2



- 1 3 .
U(9)=10—pA—2<9—Z>=10—pB—2(Z—9)
U(1/2)=10-2 2(1 1)—10 2 1D
(1/2) = 2 4) 2 2

Les fonctions représentées sur le graphique ci-dessous sont des fonctions d’utilité nettes. Ainsi, le surplus des

consommateurs correspond a 4 fois 'aire grisée car les 4 trapezes sont symétriques. Nous pouvons donc résoudre le

probleme graphiquement. Notons qu’on pourrait parvenir au résultat en faisant appel au calcul intégral.

\/

B

.1 3
9:5 b—Z

En utilisant I'indice 2, le surplus total des consommateurs est donc égal a :

1 1 15 8 31
)x—x—=——+—HS=——

S=4 (15+8
— X [—

2

Nous pouvons enfin exprimer le bien étre social :

31 39
W=l +T+S =141+ oW ="

Sylvain Hours
10/12/2011



ORGANISATION INDUSTRIELLE - EXAMEN BLANC
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INSTRUCTIONS :

- Vous avez 2h pour répondre a I'ensemble des exercices suivants.

- Aucun document n’est autorisé hormis les dictionnaires de langue pour les étudiants non-francophones.

- Les calculatrices non-programmables sont autorisées.

- L’énoncé est constitué de 3 pages. Assurez-vous que celui-ci est complet.

- Le bareme ainsi que |'estimation du temps a consacrer a chaque exercice ne sont donnés qu’a titre indicatif.
- Vous pouvez traiter les exercices dans I'ordre de votre choix.

- Merci d’écrire LISIBLEMENT.

Bon courage !

Remarques préliminaires : Pour I'ensemble des exercices suivants, les agents sont supposés étre rationnels. Sauf

indication contraire, les consommateurs cherchent a maximiser leur utilité tandis que les firmes ont pour objectif la
maximisation de leur profit. Le bien-étre social est défini comme étant la simple somme du profit des firmes et du
surplus des consommateurs.

Exercice 1 (20min — 4 points) :

1) Rappelez quelles stratégies (prix choisis par chacun des joueurs) constituent I'unique équilibre de Nash du
modeéle de base de Bertrand et expliquez pourquoi celui-ci est souvent qualifié de paradoxe.

2) En quoi lintroduction de contraintes de capacité, d’une différentiation des produits ou encore d’une
répétition infinie des interactions stratégiques peut expliquer que I'équilibre du modéle de base de Bertrand
n’est que rarement observé en pratique? Détaillez votre réponse.

Exercice 2 (20min — 4 points) :

La firme « Secure Homes » propose aux particuliers fortunés d’acheter des abris souterrains a méme de les protéger
de toutes formes de cataclysmes. On suppose que cette firme est en situation de monopole.

Sachant que sa fonction de co(t total est donnée par C(Q) = 2Q et qu’a I'équilibre du monopole la valeur absolue
de I’élasticité de la fonction de demande est égale a |e™| = 2 :

1) Rappelez et commentez la condition d’équilibre du monopole en faisant apparaitre I'indice de Lerner.
2) Quel est le prix de monopole p™ choisi par la firme ?

Sachant que la fonction de demande D (p) est linéaire, décroissante et de coefficient directeur (pente) égala —2 :

3) Quelles sont les quantités q™ écoulées sur le marché a I’équilibre du monopole?
4) Déterminez I’équation de la fonction de demande D (p).
5) Calculez la perte de bien-étre social DW L™ (Dead Weight Loss) générée par le pouvoir de marché de la

firme.
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Exercice 3 (40min — 6 points) :

Dans un petit village de Lozére, il y’a deux garagistes spécialisés dans la réparation de tracteurs : Régis (R) et José (/).
lIs sont en concurrence par les quantités. Les deux garagistes ne sont pas aussi efficaces I'un que l'autre : une
réparation colite 4€ a Régis alors qu’elle ne colte que 2€ a José. On considere que le service offert est homogene.
La demande qui s’adresse aux garagistes est donnée par la fonction de demande inverse P(Q) = 10 — Q avec
Q = qgr *+ q;. On suppose que Regis et José choisissent simultanément les quantités qu’ils souhaitent offrir sur le
marché.

1) Quel est le modele de concurrence considéré ?
2) Déterminez les quantités optimales qp et q;. Commentez.
3) Déterminez le profit réalisé par chacun des garagistes (I, II}), le surplus des consommateurs (S*) ainsi que

le bien-étre social (W*) (arrondissez vos résultats a deux chiffres aprés la virgule). Commentez.

Régis est menacé de faillite. Il a besoin de 2€ pour réaliser les investissements nécessaires au maintien de son
activité. S’il ne trouve pas I'argent, José se retrouvera en situation de monopole. Le syndicat des propriétaires de
tracteurs (I'ensemble des consommateurs) organise une réunion pour déterminer s’il vaut mieux accepter la
monopolisation du marché ou verser la somme de 2€ a Régis afin de sauver son activité et ainsi de préserver un
minimum de concurrence sur le marché. S’ils décidaient de venir en aide a Régis, ces propriétaires préleveraient
cette somme sur le surplus (supposé étre mesuré en euros) réalisé a I'équilibre du duopole.

4) Les propriétaires de tracteurs (représenté par le syndicat) vont-ils verser la somme de 2€ a Régis ou vont-ils
préférer le laisser faire faillite ?

5) Le maire du village est supposé défendre I'intérét général (maximiser le bien-étre social). Serait-il d’accord
avec la décision du syndicat ? Commentez.

Exercice 4 (40min — 6 points) :

L’'UMP (Union pour un Mouvement Populaire) souhaite élire son nouveau président. Il n’y a que deux candidats en
lice : Francois Fillon et Jean-Francois Copé. Seuls les adhérents du parti ont le droit de vote. Pour étre adhérent, les
sympathisants (citoyens se sentant proches des valeurs de 'UMP sans étre nécessairement adhérents) doivent payer
une cotisation de p = 2€. Ces sympathisants sont supposés étre distribués uniformément sur le segment [0,1],
rendant ainsi compte d’'une certaine hétérogénéité idéologique. Les adhérents (sympathisants ayant payé leur
cotisation) peuvent :

- Voter pour Frangois Fillon
- Voter pour Jean-Frangois Copé
- Ne pas voter

Le fait d’aller voter confere a chaque adhérent une utilité brute de u = 10 (satisfaction d’avoir fait entendre sa voix).
Le fait de ne pas voter n’affecte pas I'utilité de I'adhérent. L’utilité de réserve des sympathisants (utilité dégagée s'ils
choisissent de ne pas payer la cotisation et ainsi de ne pas devenir adhérent) est normalisée a zéro: u® = 0. Les
sympathisants cherchent a maximiser leur utilité nette.

Les adhérents qui souhaitent voter ne pouvant choisir qu’entre deux candidats, ils doivent pour la plupart voter
pour un programme politique (ou plus directement un candidat) qui ne correspond pas exactement a leurs
convictions personnelles. De ce fait, ces adhérents subissent des colts de transport. La distance est mesurée de
maniere linéaire et le co(t unitaire de transport est donné par t = 4.

Chacun des deux candidats doit choisir sa localisation sur le segment (définir son programme politique) de maniére a
maximiser la part des électeurs votant pour eux. Fillon est localisé en F € [0,1] et Copé en C € [0,1]. De nombreux
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observateurs (notamment des journalistes politiques) estiment que le programme de Francois Fillon est plus a

gauche que celui de Jean-Francois Copé. Nous supposerons donc que F < C (Fillon est localisé a gauche de Copé sur

le segment des sympathisants de 'lUMP). En cas de localisation identique (F = C), on suppose que la moitié des

adhérents vote pour Francois Fillon et que I'autre moitié vote pour Jean-Frangois Copé.

Le vainqueur est le candidat qui rassemble plus de la moitié des suffrages exprimés.

Nous supposerons enfin que les dépenses de campagne (colt de production d’'un nouveau président du parti) sont

identiques pour chacun des candidats et par souci de simplicité, nous normaliserons ces co(ts a zéro.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Rappelez brievement ce qui distingue la différentiation horizontale de la différentiation verticale. A quel type
de différentiation a-t-on affaire ici ?

Tous les sympathisants vont-ils payer la cotisation afin de devenir adhérents ? Est-il possible qu’un adhérent
choisisse de ne pas voter ? Justifiez.

Est-il possible qu’un des deux candidats monopolise le marché (que I'ensemble des adhérents choisisse de
voter pour le méme candidat) ? Que pouvez-vous en déduire a propos de la localisation du sympathisant
indifférent ?

Déterminez la localisation du sympathisant indifférent entre Copé et Fillon et déduisez en les demandes
(intentions de vote) qui s’adressent a chaque candidat.

Rappelez brievement ce qu’est un équilibre de Nash puis, sans réaliser de calculs, déterminez les localisations
F et C qui constituent I'unique équilibre de Nash du jeu (détaillez votre raisonnement et commentez le
résultat en faisant apparaitre les notions de différentiation minimale et de différentiation maximale).
Déduisez-en le résultat de I’élection.
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ORGANISATION INDUSTRIELLE - EXAMEN BLANC
- L3 - Année universitaire 2012/2013 -

EXEMPLE DE CORRECTION

EXERCICE 1 :

Dans le modele de base de Bertrand, deux firmes se partagent le marché d’un produit homogéne. La concurrence se fait par
les prix. La demande des consommateurs s’adresse a la firme offrant le produit au prix le plus bas. En cas d’égalité, celle-ci
se répartit équitablement entre les deux firmes. Elles sont symétriques d’un point de vue technologique et leur co(t
marginal de production est supposé étre constant. L'interaction stratégique n’est pas répétée (jeu en un coup). On suppose
enfin que les capacités de production de chaque firme sont illimitées. Dans ce modele, I"'unique équilibre de Nash consiste,
pour les deux firmes, a tarifer au colt marginal (p, = pg = ¢) et ainsi a réaliser des profits nuls.

Ce résultat peut étre qualifié de paradoxe pour deux raisons principales : la premiere est théorique. Elle consiste a observer
que malgré le nombre tres limité de firmes en concurrence (seulement 2), celles-ci répliquent I'équilibre de concurrence
pure et parfaite dans lequel il est supposé y avoir atomicité de I'offre. Le second argument est empirique. Il consiste a
observer que la prédiction du modele de base de Bertrand ne semble pas se vérifier en pratique : les faits infirment bien
souvent I'idée d’une concurrence aussi rude au sein du marché si concentré.

Si I'on introduit des contraintes de capacité alors le couple de stratégies p, = pg = ¢ dans lequel les deux firmes réalisent
des profits nuls peut ne plus étre un équilibre de Nash. En effet, si I'on suppose par exemple que la firme A ne peut pas
offrir sur le marché une quantité plus importante que K, < D(c), alors la firme B a intérét a dévier en choisissant par
exemple pg = ¢ + €. La firme A ne pouvant pas servir toute la demande D(c) lui étant adressée lorsque pg > p4 = ¢, une
partie de celle-ci va se reporter sur la firme B qui devient I'unique offreur a méme de servir la demande résiduelle. La firme
B réalise donc des profits strictement positifs, la déviation est effectivement profitable.

Si I'on considere que les produits sont différenciés (qualité, localisation, réputation...), la consommation de I'un ne va pas
générer que le méme niveau d’utilité brute (avant déduction du paiement) que la consommation de I'autre. Ainsi, certains
consommateurs vont étre préts a payer plus cher pour un produit s’ils jugent que le différentiel d’utilité dégagé excede le
différentiel de prix affiché. Dans ce cas, la demande ne s’adresse plus exclusivement a la firme offrant le produit au prix le
plus bas. Si I'on suppose par exemple que les consommateurs pergoivent le produit de la firme A comme étant de meilleure
qualité (différentiation verticale), alors une déviation vers p, = c + ¢ est profitable dans la mesure ou certains
consommateurs vont préférer acheter le produit de meilleure qualité malgré son prix plus élevé. lls vont ainsi permettre a la
firme A de dégager des profits strictement positifs.

La répétition INFINIE des interactions permet de faire apparaitre des équilibres de Nash du jeu répété autres que la simple
réplication de I'équilibre de Nash du jeu en un coup. L'idée sous-jacente a ce résultat (que I'on appelle Folk Theorem en
théorie des jeux) est que les répétitions permettent aux joueurs de réagir au résultat des interactions passées. Dans le cadre
d’une concurrence a la Bertrand, les deux firmes sont condamnées a réaliser des profits nuls a chaque période si elles
répliquent perpétuellement I’équilibre de Nash du jeu en un coup. Pour faire progresser leurs profits, elles peuvent tenter
de s’entendre (équilibre collusif) de maniére a choisir un prix de vente identique et strictement supérieur a leur colt
marginal (p4 = pg > c). Les deux firmes se partagent alors la demande équitablement et dégagent, a chaque période, des
profits strictement positifs. Un tel arrangement serait impossible dans le cadre d’un jeu en un coup étant donné que
chacune des firmes aurait intérét a dévier a la baisse pour s’accaparer toute la demande. Pourtant, dans un jeu répété un
nombre infini de fois (si le nombre de répétitions est fini, ce résultat n’est plus valable), 'incitation a dévier peut étre
anéantie par la crainte de représailles lors des interactions futures. En effet, une déviation a beau pouvoir augmenter le
paiement du joueur par rapport a I’équilibre collusif (entente entre les joueurs) a I’étape au cours de laquelle la déviation a
lieu, les autres joueurs auront la possibilité de punir le joueur déviant lors des étapes futures du jeu et ainsi le condamner a
réaliser des paiements moindres que ceux atteints a I’équilibre collusif. Chaque joueur arbitre ainsi entre colt et bénéfices
d’une déviation et lorsque les bénéfices surpassent les colts, I’équilibre collusif est un équilibre de Nash du jeu répété.
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EXERCICE 2 :

La fonction de profit du monopole s’écrit T1(p) = pD(p) — C(D(p)). La firme rationnelle cherchant a la maximiser résout
D(p) _ 9c(D(®)) aD(p)

on d . L . . .
I’équation ——= ap =0 D(p™) +p™ = 0 (Notez qu’il faudrait préciser que les dérivées sont évaluées

op ob(p) dp
a I'équilibre du monopole, par souci de lisibilité je me permets de manquer quelque peu de rigueur). Puisque D(p) = q,
ac(p R . R . , -
# peut aussi étre écrit % et correspond a la fonction de colt marginal que I'on notera Cm. La condition de
L . b . aD -C D m m_c

maximisation du profit peut donc s’écrire a;p)( —Cm)=-D(p™) & ;p) Sk o m _ ;’zn) (® pmm) =

D(p™) 9 . . T )2 TP
- ;Ijn ) anp). Le terme de droite correspond (au signe prés) a I'inverse de la valeur de I'élasticité de la demande a I'équilibre

B _ @) p _ a0 p™
du monopole : g™ = 28 = PP _ 0 P caci nous amene a I'écriture de la régle de tarification du monopole :
P 2 "o o op DG™ & P

em-ctm) _ 1

pm T |em|

Cette regle met en exergue le fait que plus la demande est élastique et plus le monopole pourra user de son pouvoir de
marché afin de réaliser des profits importants. En effet, le terme de gauche, aussi appelé indice de Lerner, est une mesure
du mark-up de la firme et celui-ci croit de maniére inversement proportionnelle avec I'élasticité de la demande. En d’autres
termes, plus la demande est captive (rigide) et plus le monopole peut abuser de sa position dominante alors que plus la
demande est fuyante (élastique) et moins le monopole peut tirer profit de son pouvoir de marché. Dans le cas extréme
d’une élasticité tendant vers l'infini (|¢™| — +0), cette condition d’équilibre nous indique trés clairement qu’il est alors
optimal pour la firme de tarifer au colt marginal et ainsi de se comporter comme si elle était en situation de concurrence
pure et parfaite (p™ — Cm).

La méthode de résolution généralement utilisée pour résoudre le probleme du monopole n’est pas utilisable dans le cas
présent. En effet, aucune fonction de demande n’est explicitée. En revanche, nous disposons de la fonction de co(lt total

C(Q) = 2Q qui nous permet de déduire la fonction de colt marginal : Cm(Q) = 5‘;—(;) = 2. Le monopole étant rationnel et

N . . .. ) . L m_c
cherchant a maximiser son profit, la condition d’optimalité w = W doit étre nécessairement vérifiée a I'équilibre.
. P . L - (p™m-2) 1 m
En y substituant les données a notre disposition, il vient om = et = 4
() _ 50 _p™ g
Nous savons désormais que —— = —2. Puisque |¢™]| = | | =2 et p™ =4, il vient alors |— | = 2 soit
a p que |e™] = ép D(P™) P D™

encore

s-2epu =)

La fonction de demande étant linéaire, son équation sera de la forme D(p) = a — 2p avec a > 0. Nous savons que le point
(p™ = 4,q™ = 4) appartient a cette droite. La relation 4 = a — 2 X 4 doit ainsi étre vérifiée et nous permet de déterminer

que a = 12. Ainsi, la fonction de demande a pour équation|D(p) =12-2p |

A I'équilibre du monopole, la firme réalise un profit 1™ = (4 — 2) x 4 = 8. Pour calculer le surplus du consommateur, il
faut en premier lieu déterminer le prix de réserve (le prix p® tel que D (p®) = 0). On résout donc 12 — 2pR = 0 © pf =

6. Le surplus du consommateur S™ est ainsi égal a (6 —4) X 4 X % © S™ =4, Le bien-étre social W™ = S§™ + [I™ est

donc égal 8 W™ = 4 + 8 = 12. A I'équilibre concurrentiel, la firme choisit d’offrir la quantité qui égalise son co(it marginal
au prix (recette moyenne). D’aprés la fonction de demande D(p) il est aisé de tirer la fonction de demande inverse

c
p(q) = 6—%. Le colt marginal est ici égal a Cm = 2. Il nous suffit alors de résoudre I'équation 6 —q?= 2 afin de

déterminer les quantités écoulées sur le marché a I'équilibre concurrentiel. Il vient ¢¢ = 8. La firme tarifant au colt
marginal et celui-ci étant constant, elle réalise des profits nuls. Le bien-étre social coincide avec le surplus des

consommateurs qui est égala S¢ = (6 —2) X 8 X % & §¢€ =16.0nadonc W€ = 16. La perte de bien-étre liée au pouvoir
de marché de la firme (DW L™) est donc égale a la différence W€ — W™, Ainsi, DWL™ = 16 — 12 ©|DWL™ =4



EXERCICE 3 :

1)

4)

Nous sommes dans le cadre d’un modeéle de concurrence a la Cournot : il y a un nombre limité de firmes en concurrence, la
variable stratégique est ici la quantité, les deux firmes déterminent simultanément les quantités qu’ils souhaitent offrir sur
le marché.

La résolution d’'un modele de duopole de Cournot consiste a déterminer I’équilibre de Nash d’un jeu simultané. Les joueurs
sont Régis et José. Chacun des joueurs doit fixer la quantité qu’il souhaite offrir sur le marché. Il faut bien entendu que ces
quantités soient telles que le prix de marché soit au moins égal au colt unitaire de chaque joueur. Autrement dit, il faut que
P(Q) =10 — g — q; = 4 pour Régis et que P(Q) =10 — gz — q; = 2 pour José. Si I'on considére, pour chacun des
garagistes, le cas le plus avantageux dans lequel le concurrent offre une quantité nulle, ces conditions se réécrivent :
P(Q) = 10 — g = 4 pour Régis et P(Q) = 10 — q; = 2 pour José. Cela nous permet donc d’écrire les ensembles d’actions
(ou de stratégies dans le cas particulier de cet exercice puisque les joueurs ne réalisent qu’une action) pour chacun des
joueurs: Ap =[0,6] et A; = [0,8]. José et Régis cherchent a maximiser leur profit. Celui de Régis s’écrit ITz(qg,q;) =
qr(10 — q; — qr — 4) quant a celui de José, il s’écrit I1;(qg, q;) = q;(10 — q; — qg — 2). L'information est compléte mais
imparfaite car les deux joueurs doivent déterminer gy et q; en méme temps (jeu simultané). L’équilibre de Nash de ce jeu
est un couple de stratégies (q, q7) tel qu'aucun des deux joueurs n’a intérét a dévier unilatéralement. Concrétement, dans
le cadre de notre exercice, cet équilibre se trouve en cherchant 'intersection des fonctions de meilleures réponses. Pour
obtenir ces fonctions (aussi appelées fonctions de réaction dans le contexte d’un duopole de Cournot), il suffit d’annuler la
dérivée premiere du profit de chacun des garagistes par rapport a la quantité qu’il offre sur le marché et d’exprimer cette

. . . o . , . ONR(ar
derniere variable en fonction de la quantité offerte sur le marché par son concurrent. Commengons par Régis : % =
R
.. on ,
0=6—-—q;—2qg=0oqg=3 —%:MRR(q]). Poursuivons avec Jose:];%qﬂ: 0e8—-—qr—2q;=0eq,=4—
7

q?R:MR](qR). Pour déterminer le couple de stratégies (q,’;,q}) qui constitue I'équilibre de Nash de ce jeu, il suffit de

résoudre le systeme d’équation a deux inconnues constitué des deux fonctions de meilleures réponses. Résolvons par

)
2

substitution en remplagant q; par 4—q7R dans MRg(q;): qr =3 — S qp = g. En remplagant g par gqr dans

4.
MR;(qg), il vient q; = 4 — % ©q) = ?. L’équilibre de Nash du jeu de Cournot est donc donné par le couple de stratégies

(qr = %, q; = ?). On observe que c’est le garagiste le plus efficace qui offre la quantité la plus importante sur le marché.

Pour connaftre le profit réalisé par chaque garagiste, il faut d’abord calculer le prix de marché. Pour ce faire, on substitue

: o P . . . « . _ 14
simplement les quantités vendues a I'équilibre de Nash dans la fonction de demande inverse avec Q" = q; + qg = 5

Ainsi: p* = P(Q*) =10 —1?4 ~ 5,33€. Il devient désormais aisé de calculer le profit réalisé par Régis et José: II; =

(5,33 —4) x g o\l =~ 1,78|et II] = (5,33 — 2) X ? S|l = 11,11.|Sans surprise, c’est le garagiste le plus efficace qui

dégage les profits les plus importants.

Le surplus des consommateurs correspond a la somme infinitésimal des différences qui séparent la disposition a payer de
chaque consommateur du prix de marché et ce pour I'ensemble des transactions réalisées a I'équilibre : S* = (10 —

5,33) x%x%«:

Le bien-étre social se calcule comme la somme du surplus des consommateurs et des profits réalisés par chacun des deux

garagistes : W* = S* + Il + 1'[}‘ s W =10,89+ 1,78+ 11,11 |W* =~ 23,78.

Si le syndicat ne verse pas I'argent, José se trouvera en situation de monopole. Cherchons I'équilibre de ce monopole. José
omy(qy)

maximise la fonction II;(q;) = q;(10 — q; — 2). g
J

=0 8—2q" =0 q" = 4. Le prix de marché devient alors
p™ =10 —q;* =10 — 4 & p™ = 6. La monopolisation du marché conduit bien entendu a une réduction des quantités
offertes et a une augmentation du prix a I’équilibre. Le surplus des consommateurs va donc nécessairement se contracter :
S™=(10—-6) X 4 X é & S™ =8 < 10,89. Ainsi, la monopolisation du marché conduit a une réduction du surplus des

consommateurs égale a S* —S™ = 10,89 — 8 = 2,89. Puisque I'on a supposé que le surplus des consommateurs était
exprimé en euros, il est clair que les consommateurs préferent payer 2€ afin de maintenir de la concurrence sur le marché



5)

1)

4)

plutét que de laisser José en situation de monopole. Ils dégagent ainsi un surplus net égal a S, = 10,89 — 2 = 8,89 alors
gu’ils ne dégageraient qu’un surplus égale a S™ = 8 ¢'ils laissaient Régis faire faillite.

Qu’en dirait le décideur public soucieux de I'ensemble de la collectivité (firmes et consommateurs) ? Le bien-étre social a
I’équilibre de Cournot est donné par a W* = 23,78. A I'équilibre du monopole, José réalise un profit nr=6-2)x4=
16. Ainsi, le bien-étre social a I'équilibre du monopole est égal a W™ = S™ + II[* = 8 + 16 = 24 > W". Le maire est en
désaccord avec la décision du syndicat : il préfere que le marché soit monopolisé par José. Ce désaccord provient du fait
que le syndicat ignore que la monopolisation du marché permet a José de réaliser a lui seul un profit plus important que la
somme des profits de Régis et lui-méme a I'équilibre du duopole. Le maire, lui, arbitre entre la perte de surplus et le gain de
profit et dans ce cas précis, il s'avére que la monopolisation du marché fait progresser le bien-étre social. La décision du
syndicat est donc optimale pour les consommateurs mais dommageable du point de vue de la collectivité dans son
ensemble.

EXERCICE 4 :

Dans le cadre de la différentiation horizontale, le classement entre les différents produits (ordre de préférence) dépend des
golts des consommateurs : certains préférent par exemple les glaces a la vanille, d’autres au chocolat. Le classement des
produits est SUBJECTIF. Dans le cadre de la différentiation verticale, 'ordre de préférence est unanime : a moins de
surveiller sa ligne ou d’avoir un appétit de moineau, on peut supposer que tous les consommateurs préferent une glace a
deux boules plutét qu’a une seule. Le classement des biens est OBJECTIF. Dans le cas présent, il n’y a clairement pas d’ordre
de préférence objectif : il n’existe pas de candidat unanimement percu comme étant « meilleur » que I'autre (I’élection
n’aurait d’ailleurs aucun sens le cas échéant). L'ordre de classement dépend bien des golts (convictions politiques) des
sympathisants : on a donc affaire a une DIFFERENTIATION HORIZONTALE.

Si les sympathisants ne paient pas leur cotisation, ils ne peuvent donc pas voter et leur utilité est celle de réserve : uf = 0.
La question est de savoir si le fait de payer la cotisation permet a I'ensemble des sympathisants de dégager une utilité
supérieure a celle de réserve. Le co(it de transport maximal est égal a 4 (t X 1) : c’est en effet le colt de transport que devra
subir le sympathisant situé a une extrémité du segment s'’il choisissait de voter pour un candidat situé a l'autre extrémité du
segment. Ainsi, I'utilité nette minimale dégagée par un sympathisant ayant choisi de payer la cotisation et de voter est égale
Aut=u—p—-tx1=10-2—4 o u™ =4 > uR. Bien entendu, aucun sympathisant choisira de payer la cotisation
mais de ne pas voter : en effet, cette stratégie conduirait I'adhérent a réaliser une utilité nette égale 3 u¥ = —p @ u4 =
—2 < uR. Il vaudrait alors mieux ne pas adhérer au parti. En conséquence, tous les adhérents vont voter. Ainsi, quelque soit
la localisation des candidats sur le segment [0,1], il est toujours préférable pour I'ensemble des sympathisants de payer la
cotisation et de voter plutdt que choisir de ne pas devenir adhérent et renoncer au droit de vote. Ce résultat nous indique
que le marché est couvert.

Non c’est impossible. Il arrive dans les modeles de différentiation horizontale qu’une des firmes puisse monopoliser le
marché lorsque le différentiel d’efficacité (de colt) est tres important. Dans ce cas, la firme la plus efficace peut proposer
son produit a un prix plus bas que son concurrent. Lorsque le différentiel de prix est substantiel, il est possible que méme
les consommateurs tres éloignés (et plus proches du concurrent) choisissent de subir des colits de transport important afin
de payer un prix moins important. Si I’ensemble des consommateurs choisit le produit de la firme la plus efficace, alors le
marché est monopolisé. Dans le cas présent, il n’y a pas de différentiel de prix de vente (le montant de la cotisation est fixé
de maniére exogéne et est identique quelque soit le candidat choisi par I'adhérent). Le marché sera donc partagé entre les
deux candidats.La conséquence directe de ce résultat est que le sympathisant indifférent se situera au milieu des deux
candidats : 8 € [F,C].

Le sympathisant indifférent est celui qui dégage la méme utilité nette qu’il vote pour Copé ou pour Fillon. Puisque
6 € [F,C], la recherche du sympathisant indifférent revient a résoudre I'équation u —p — t(é - F) =u—-p—t(C-0)
soit encore 10 —2 —4(6 —F) =10 — 2 — 4(C — 8). Il vient:|8(F,C) = in
localisations de Copé et Fillon, 8 € [0,1]. Il'y a donc bien absence de monopolisation du marché puisque le seul cas pour

On observe bien que quelque soient les

lequel le consommateur indifférent peut se situer a une extrémité du segment est celui ou les deux candidats choisissent la
méme localisation et nous avions fait I’hypothése que dans ce cas, les sympathisants se divisaient équitablement entre les
deux candidats.



Du fait du résultat de couverture du marché, la demande (intentions de vote) s’adressant a Fillon est constituée de
I’ensemble des consommateurs situés a gauche du sympathisant indifférent. La demande s’adressant a Copé est constitué

de I'ensemble des consommateurs situés a droite du sympathisant indifférent. Du fait de I'hypothése d’uniformité

distributionnelle des sympathisants, il vient: DF(F,C) =60 <|[DF(F,C) = FZLC tandis que D(F,0)=1-0 &

F+C — : . .
DE(F,C)=1-— % On remarque naturellement que la demande qui s’adresse a chacun des candidats est fonction de la

localisation des deux candidats (interactions stratégiques puisque absence de monopolisation).

Un équilibre de Nash est un vecteur de stratégies tel qu’aucun des joueurs n’a intérét a dévier unilatéralement. Autrement
dit, le vecteur de stratégies (s;,s”;) est un équilibre de Nash si et seulement si Vi, Vs; : u;(s{, s2;) = w;(s;, s2,).

De par I'expression des fonctions de demande, on observe que les deux candidats sont incités a se rapprocher I'un de

. R . . . apF(r.c 1
I'autre. En effet, la demande de Fillon s’accroit a mesure qu’il se déplace vers la droite du segment : % =5> 0. En
, R L " s , , aDpC(F,0) 1
revanche, la demande s’adressant a Copé s’accroit a mesure qu’il se déplace vers la gauche du segment : e =3 < 0.

Il est tentant de vouloir conclure que Copé choisirait de se localiser a I'extrémité gauche du segment et que Fillon se
positionnerait a I'extrémité droite. Pourtant, la contrainte F < C doit étre vérifiée. Les deux candidats semblent vouloir se
rapprocher le plus I'un de 'autre (proposer un programme politique similaire) jusqu’a la saturation de la contrainte F < C.
En l'occurrence, tout équilibre de Nash sera tel que F = C. Pour s’en convaincre, supposons que F < C. Alors, les deux
candidats auraient un intérét a dévier unilatéralement : Copé en se déplacant vers la gauche et Fillon en se déplacant vers la
droite. Ce n’est donc pas un équilibre de Nash. Pourtant, toutes les stratégies telles que F = C ne sont pas des équilibres de

. 1 . ere s .
Nash. Imaginons par exemple que C = F < > Dans ce cas, chacun des candidats se partage la moitié de la demande. Fillon

n’a aucun intérét a dévier vers la gauche (cela réduirait la demande qui s’adresse a lui) et ne peut pas se déporter sur la
droite de Copé. Cependant, Copé a clairement un intérét a se déplacer vers la droite de maniére a accaparer les trois quarts

— - N 1 . . A sy
de la demande et remporter I'élection. Dans le cas symétrique ou F = C > c’est Fillon qui a un intérét a dévier
unilatéralement vers la gauche pour accaparer les trois quarts de la demande. Ces couples des stratégies ne sont donc pas

— 1 . . . ,
des équilibres de Nash. En revanche, pour F = C = > les deux candidats se partagent la moitié de la demande. Fillon n’a

pas intérét a se déplacer vers la gauche, pas plus que Copé vers la droite. Le couple de stratégies (F = %, C = %) est donc

bien I'unique équilibre de Nash du jeu.

A cet équilibre, toute forme de différentiation a disparu, les programmes politiques des deux candidats sont identiques et
situés au milieu du segment des sympathisants. C’est le principe de DIFFERENTIATION MINIMALE. Ce résultat n’est en rien
une surprise. En effet, dans les modeles plus classiques, les firmes doivent déterminer leur localisation mais également leur
prix de vente. Deux effets contradictoires jouent alors : la firme qui différencie son produit (s’éloigner de son concurrent)
rigidifie la demande qui s’adresse a elle (forme de pouvoir de marché du fait de la substituabilité imparfaite). En
conséquence, elle peut pratiquer des prix plus élevés et réaliser plus de profit. Pourtant, les firmes sont également incitées
a se déplacer vers 'intérieur du segment de maniére a accaparer une part de marché plus importante quitte a accepter une
différentiation moindre et donc une pression concurrentielle accrue qui tire les prix vers le bas. Ces deux effets
contradictoires peuvent alternativement mener a des équilibres dits de différentiation minimale et de différentiation
maximale. Dans le cas de la différentiation minimale, I'incitation a accaparer une part importante de la demande supplante
I'incitation a différencier le produit. Dans le cas de la différentiation maximale, c’est au contraire I'incitation a différencier le
produit qui domine I'incitation a se localiser de maniere a servir une part importante de la demande. Dans notre exercice, le
prix de vente (prix de la cotisation) est exogéne. Ainsi, il n’existe aucune incitation pour les candidats a différencier leur
programme politique. Leur seule préoccupation est de maximiser leurs intentions de vote et c’est cela qui les conduit a
choisir une localisation identique au milieu du segment des sympathisants.

Les deux candidats ayant choisi une localisation identique, ils sont homogenes du point de vue des sympathisants. D’aprés
la regle évoquée dans I'énoncé, chacun recoit trés exactement la moitié des suffrages. Aucun des candidats ne remporte
I’élection, celle-ci n’a donc pas permis a 'UMP de désigner son nouveau président !

Sylvain Hours
(29/11/2012)
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INSTRUCTIONS :

- Vous avez 1h30 pour répondre a la question de cours et a I’exercice suivants.

- Le sujet est composé de 2 pages, assurez-vous que celui-ci est complet.

- Aucun document n’est autorisé en dehors des dictionnaires de langue pour les étudiants non
francophones. Les calculatrices non programmables sont autorisées.

- En ce qui concerne la question de cours, vos arguments devront étre présentés de maniére claire et
cohérente. Tous les concepts auxquels votre réponse fera référence se devront d’étre définis.

- En ce qui concerne I'exercice, COMMENTEZ VOS RESULTATS dés que vous estimez qu’il est
pertinent de le faire. Inutile de détailler les calculs sur votre copie : contentez-vous de poser les
conditions initiales et donnez directement la solution. On supposera que tous les agents sont
rationnels et que leur objectif est de maximiser leur profit/utilité.

- Le bareme ainsi que l'allocation temporelle ne sont donnés qu’a titre indicatif. Notez notamment
que le baréme est sujet a modification.

- Merci d’écrire LISIBLEMENT.

Bon courage !
QUESTION DE COURS (10 points — 45min) :

Du point de vue du bien-étre social, une discrimination de troisieme type est-elle préférable a
un prix uniforme ?

EXERCICE (10 points — 45min) :

L'entreprise « Oxytech » (O) produit un unique modéle de cigarettes électroniques qu’elle
distribue ensuite dans ses propres magasins. On supposera qu’elle est en situation de monopole. Le
colt marginal de production d’une cigarette électronique est égal a 10€ (c = 10). Il n'y a pas de
co(ts fixes (la fonction de co(t total est donc linéaire). Toutes les unités produites sont de méme
qualité (on supposera plus généralement que le bien est homogéne). La fonction de demande
inverse en cigarettes électroniques est donnée par P(Q) = a — Q.

1) Sachant qu’a I'équilibre du monopole, la valeur absolue de I’élasticité de la demande |e™| est
égale a 3 (|e™| = 3), déterminez le prix d’équilibre du monopole P™. Déduisez-en la valeur
prise par le paramétre a. Enfin, déterminez la quantité de cigarettes électroniques Q™
échangée sur le marché a I’équilibre du monopole.

2) Calculez le profit II™ réalisé par 'entreprise « Oxytech », le surplus des consommateurs S™
ainsi que le bien-étre social W™ = II™ + S™ a I’équilibre du monopole.

Craignant que la vente libre des cigarettes électroniques de la firme « Oxytech » banalise la
consommation d’un produit dont les effets sur la santé sont encore imparfaitement connus, le
gouvernement décide que seules les pharmacies seront habilitées a le distribuer. Ainsi, I’entreprise
« Oxytech » ne pourra plus commercialiser ses cigarettes électroniques dans ses propres magasins.
Elle devra désormais vendre sa production au prix unitaire et uniforme w sur le marché de gros
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aupreés des pharmacies qui distribueront alors le produit aupres des consommateurs sur le marché de
détail. Il existe deux pharmacies : « Anagram » (A) et « Carpenter » (C). On supposera que le co(t
de distribution est nul et que ces deux pharmacies sont en concurrence a la Cournot sur le marché de
détail. Ces derniers choisissent donc les quantités g, et g4 a offrir sur ce marché. La demande en
cigarettes électroniques demeure inchangée par rapport a la premiére partie de I'exercice. Ainsi,
P(Q) = a—Q (ou a prend la valeur calculée précédemment). Puisque Q = q4 + q¢ et que le bien
est homogene, alors la demande inverse peut s’écrire P(q¢,q4) = @ — G4 — qc-

3) Représentez graphiquement la chaine verticale décrite par cet énoncé.

4) Pour w donné, déterminez I'équilibre de Cournot (q¢,q})-

5) Déterminez le prix de gros unitaire w* choisi par la firme « Oxytech ». Déduisez-en la quantité
totale de cigarettes électroniques échangée sur le marché (Q* = q, + q¢), le prix de détail
(P*), le profit réalisé par chacune des entreprises (I, I1}, I1:), le surplus des consommateurs
(S*) ainsi que le bien-étre social (W* = S* + II, + Il + I1;) a I'équilibre du modele.

6) Comparez et commentez vos résultats aux questions 2) et 5).
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EXEMPLE DE CORRECTION

INSTRUCTIONS :

- Vous avez 1h30 pour répondre a la question de cours et a I’exercice suivants.

- Le sujet est composé de 2 pages, assurez-vous que celui-ci est complet.

- Aucun document n’est autorisé en dehors des dictionnaires de langue pour les étudiants non
francophones. Les calculatrices non programmables sont autorisées.

- En ce qui concerne la question de cours, vos arguments devront étre présentés de maniéere claire et
cohérente. Tous les concepts auxquels votre réponse fera référence se devront d’étre définis.

- En ce qui concerne |'exercice, COMMENTEZ VOS RESULTATS dés que vous estimez qu'il est
pertinent de le faire. Inutile de détailler les calculs sur votre copie : contentez-vous de poser les
conditions initiales et donnez directement la solution. On supposera que tous les agents sont
rationnels et que leur objectif est de maximiser leur profit/utilité.

- Le bareme ainsi que l'allocation temporelle ne sont donnés qu’a titre indicatif. Notez notamment
que le baréme est sujet a modification.

- Merci d’écrire LISIBLEMENT.

Bon courage !
QUESTION DE COURS (10 points — 45min) :

Du point de vue du bien-étre social, une discrimination de troisiéme type est-elle préférable a
un prix uniforme ?

La discrimination par les prix est une pratique tarifaire qui consiste a vendre le méme bien a des prix
différents en fonction des spécificités des consommateurs. C'est une pratique légale qui permet a la firme
d’augmenter son profit par rapport a une tarification uniforme.

Pigou a distingué trois types de discrimination. La discrimination de premier type (ou discrimination
parfaite) consiste a appliquer un prix différent pour chaque consommateur de maniéere a extraire la totalité de
son surplus. C'est une solution économiquement efficace bien qu’inégalitaire en termes redistributifs mais un
tel degré de personnalisation tarifaire est rendue impossible tant par la quantité d’information qu’il faudrait
mobiliser que par la faisabilité et I'acceptabilité de cet extrémisme discriminatoire.

La discrimination de second type apporte une solution aux situations dans lesquelles les firmes savent
qu’il existe différents types de consommateurs mais qu’elles n’ont aucun moyen de les identifier formellement.
Elles construisent alors un menu pour chaque type de consommateur en s’assurant que chaque consommateur
choisira de contractualiser (contrainte de participation) et sélectionnera effectivement le menu correspondant
a son type (contrainte d’incitation). Ce mécanisme n’extrait le surplus du consommateur qu’imparfaitement
puisque la firme devra concéder une rente informationnelle a certains types de consommateurs afin que leurs
choix révelent avec justesse leur information privée. Dans ce contexte, les besoins informationnels se limitent a
la connaissance des spécificités des différents types ainsi que leur distribution parmi les consommateurs.
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La discrimination de troisieme degré suppose que la firme est capable de décomposer la demande
globale qui s’adresse a elle en un nombre fini de groupes de consommateurs homogenes de par leurs
spécificités. De plus, celle-ci est capable d’identifier formellement les consommateurs, il n’y a ici pas de
possibilité d’arbitrage. La firme peut alors proposer un prix pour chaque segment de demande. Puisque ces
segments sont étanches, tout se passe comme si le monopole se déclinait en autant de petits monopoles qu’il y
a de segments de demande. Ainsi, la regle de tarification sur chaque segment relie inversement I’élasticité de la
demande au mark-up de la firme. Autrement dit, plus la demande sera rigide (resp. élastique) et plus le prix
sera élevé (resp. faible). L'idée sous-jacente est simple : lorsque la demande est élastique, une variation du prix
entraine une réponse forte de la demande. Ainsi, une réduction du prix de vente implique une diminution du
mark-up mais celle-ci est largement compensée par I’augmentation des quantités vendues. A contrario, lorsque
la demande est rigide, une variation du prix entraine une faible réponse de la demande. Ainsi, une
augmentation du prix de vente engendre une faible diminution des quantités qui est largement compensée par
la progression du mark-up.

Pour mieux comprendre ce qui va suivre, prenons I'exemple d’une demande globale que I'on peut
décomposer en deux groupes : une sous-demande élastique et une sous demande rigide. Avec une tarification
uniforme, le prix de marché rendra compte des caractéristiques de la demande globale, autrement dit, des
caractéristiques « moyennes » des deux segments de demande. La demande globale sera alors identifiée
comme étant « moyennement » élastique et le prix de marché uniforme sera fixé a un niveau
« intermédiaire ». Avec une tarification discriminante, le monopole pourra choisir un prix pour chaque segment
de demande de maniére a prendre en compte avec davantage de précision les spécificités de chacun de ces
groupes de consommateurs. En I'occurrence, conformément a la regle d’équilibre du monopole, il appliquera
un prix plus faible que le prix uniforme sur le segment élastique et un prix plus élevé que le prix uniforme sur le
segment rigide. Naturellement, le profit du monopole sera plus important avec la tarification discriminante
puisqu’il peut extraire avec davantage de vigueur le surplus des consommateurs. De méme, le surplus des
consommateurs du groupe élastique est plus important avec la tarification discriminante puisque le prix auquel
ils font face est plus faible que celui auquel ils auraient fait face en cas de tarification uniforme. C'est le
contraire pour les consommateurs du groupe rigide, ils payent un prix discriminant plus élevé que le prix
uniforme, leur surplus est moindre.

Au final, quel est I'impact de la discrimination de troisieme type sur le bien-étre social que I’on définira
ici comme la somme simple du profit et du surplus des consommateurs. La réponse est équivoque. La
discrimination peut stimuler le bien-étre social tout comme le réduire. Si le gain de profit du monopole ainsi
que le gain de surplus des consommateurs du groupe élastique surpassent la perte de surplus du groupe de
consommateurs rigides, alors la discrimination fait progresser le bien-étre social. Dans le cas contraire, la
discrimination dégrade au bien-étre social. Il faudrait s’intéresser a la forme des fonctions de demande et de
co(t pour pouvoir distinguer les cas dans lesquels le régulateur devrait encourager une telle pratique tarifaire
des cas dans lesquels une tarification uniforme est préférable.

EXERCICE (10 points — 45min) :

L’entreprise « Oxytech » (0) produit un unique modele de cigarettes électroniques qu’elle
distribue ensuite dans ses propres magasins. On supposera qu’elle est en situation de monopole. Le
co(t marginal de production d’une cigarette électronique est égal a 10€ (c = 10). Il n'y a pas de
co(ts fixes (la fonction de co(t total est donc linéaire). Toutes les unités produites sont de méme
qualité (on supposera plus généralement que le bien est homogeéne). La fonction de demande
inverse en cigarettes électroniques est donnée par P(Q) = a — Q.

1) Sachant qu’a I'équilibre du monopole, la valeur absolue de I'élasticité de la demande |€™| est
égale a 3 (|e™| = 3), déterminez le prix d’équilibre du monopole P™. Déduisez-en la valeur

Page 2 sur6



prise par le paramétre a. Enfin, déterminez la quantité de cigarettes électroniques Q™
échangée sur le marché a I’équilibre du monopole.

A I'équilibre du monopole, I'indice de Lerner doit étre égal a I'inverse de la valeur absolue de

PM—c 1 P™-10

I’élasticité de la demande : = .
pm lem| pm

. . T 1
Puisque ¢ = 10 et |[¢™| = 3, on sait qu’a I’équilibre, =3 On en

déduit que :

P™ =15

De plus, P(Q) = A—Q implique que P =A4—Q™. Donc, 15=4—-Q™ < Q™ =A—15. A
I’équilibre du monopole, la recette marginale doit égaliser le co(it marginal. La recette marginale est la dérivée
de la recette totale. La recette totale RT(Q) = P(Q)Q. Ainsi, RT(Q) = (A—-Q)Q = AQ — Q?. Dol

Rm(Q) = 6%;0) = A —2Q.Al'équilibre, A —2Q™ = 10 < A — 2(A — 15) = 10. Ainsi,
A =20
Enfin, puisque Q™ = A — 15
Qm =5

2) Calculez le profit II™ réalisé par I'entreprise « Oxytech », le surplus des consommateurs S™
ainsi que le bien-étre social W™ = [I™ + S™ g I’équilibre du monopole.

Le profit réalisé par la firme « Oxytech » est égal a la différence entre les recettes et les colts a
I’équilibre du monopole : IT™ = P™Q™ — cQ™ = Q™ (P™ — c). Notez bien que cette écriture du profit n’est
valide que lorsque la fonction de co(t total est linéaire (et non pas affine). Ainsi, [I™ = 5(15 — 10). Enfin,

nm =25

Le surplus des consommateurs correspond a la somme infinitésimale des différences entre les
dispositions maximales & payer et le prix de marché. Evalué a I'équilibre du monopole, et puisque la fonction de
(A-P™)Q™ _ (20-15)5

2 - 2

demande est affine : S™ = D’ou,

25

sm =

Le bien-étre social est ici défini comme la somme simple du profit du monopole et du surplus des

N . . 25 .
consommateurs a I'équilibre du modéle. Ainsi, W™ = 25 + PX D’ou,

Wm—75
)

Craignant que la vente libre des cigarettes électroniques de la firme « Oxytech » banalise la
consommation d’un produit dont les effets sur la santé sont encore imparfaitement connus, le
gouvernement décide que seules les pharmacies seront habilitées a le distribuer. Ainsi, I'entreprise
« Oxytech » ne pourra plus commercialiser ses cigarettes électroniques dans ses propres magasins.
Elle devra désormais vendre sa production au prix unitaire et uniforme w sur le marché de gros
aupres des pharmacies qui distribueront alors le produit auprés des consommateurs sur le marché de
détail. Il existe deux pharmacies : « Anagram » (A) et « Carpenter » (C). On supposera que le co(t
de distribution est nul et que ces deux pharmacies sont en concurrence a la Cournot sur le marché de
détail. Ces derniers choisissent donc les quantités q. et g4 a offrir sur ce marché. La demande en
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cigarettes électroniques demeure inchangée par rapport a la premiére partie de I'exercice. Ainsi,
P(Q) = a— Q (ol a prend la valeur calculée précédemment). Puisque Q = g4 + q. et que le bien
est homogene, alors la demande inverse peut s’écrire P(qc,q4) = a — q4 — qc-

3) Représentez graphiquement la chaine verticale décrite par cet énoncé.

c=10
o
w
c A
l qc qa ‘l’
CONSOMMATEURS

P(q4,9¢c) =20 —q4—q¢

4) Pour w donné, déterminez I’équilibre de Cournot (qc,q})-

Le modéle de relation verticale auquel nous avons affaire est un jeu séquentiel a information parfaite.
La méthode de résolution retenue est la récurrence amont. C’est pourquoi, en toute logique, on s’intéresse en
premier lieu a la derniere étape du jeu, a savoir la concurrence a la Cournot entre les pharmacies pour w
donné.

Le profit de C s’écrit

Mc(qaqc) = 4:.(20 — g¢ — g4 — )
Le profit de A s’écrit

[a(qa,qc) = qa(20 — qc — g4 — w)

L’équilibre de Nash du jeu de Cournot est donné par la solution au systéme d’équations suivant :

lc(qa qc) -0
99c qc=qc

i 0M,(qa, 9¢) -0
k 044 q4=q,

{ZO—ZqZ—q};—w:O
20—qr—2q,—w=0

D’ou les fonctions de meilleures réponses :
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5)

Ainsi,

qi+w

qc(qy) =10 -

2
o Gctw
q1(qc) =10 - B
Et enfin I’équilibre de Cournot :
x _ % _ 20~w
c =4qa = —

40 - 2w

Q"=qc+qyeQ = 3

Déterminez le prix de gros unitaire w™* choisi par la firme « Oxytech ». Déduisez-en la quantité
totale de cigarettes électroniques échangée sur le marché (Q* = q, + q¢), le prix de détail
(P*), le profit réalisé par chacune des entreprises (I, I14, I1;), le surplus des consommateurs
(S*) ainsi que le bien-étre social (W* = S* + I}, + II, + I1) a I’équilibre du modéle.

Ayant maintenant résolu la derniére étape du jeu, on remonte a la précédente :

Le profit de la firme « Oxytech » s’écrit

40 - 2w

Mo (@) = (0 = 10)Q" &= Ilp(w) = (@ —10) —

Il est maximum si

0l (w)
Io  lpy=w*

=0s|lw" =15

* *_5
Gc=4qa=3
.10
Q_3
P*_so
3
n*_50
07 3
n*—n*—ZS
c — YA — 9
5*—50
)
wr =22
9
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6) Comparez et commentez vos résultats aux questions 2) et 5).

La désintégration verticale a laquelle conduit la décision du gouvernement engendre un phénomeéne
de double marginalisation : sur le marché de détail, I'offre est duopolistique. On est bien loin du paradigme de
concurrence pure et parfaite. A I'équilibre de Cournot, le prix de marché s’établit au-dessus du colt marginal
(le prix de gros). Les pharmacies réalisent donc une marge. En amont, le producteur est en position de leader
de Stackelberg, il va vendre son produit sur le marché de gros en réalisant une marge strictement positive. En
conséquence, le prix de détail est plus élevé lorsque producteur et distributeurs sont dissociés : P* > P™, En
effet, 'intégration verticale élimine le phénoméne de la double marge et conduit a un prix de détail plus bas.
Cela implique naturellement que les quantités échangées sur le marché sont plus faibles Q* < Q™, que le
surplus des consommateurs diminue S* < S™. Le profit de la chaine verticale est nécessairement inférieur au
profit de la structure intégrée puisque ce-dernier est maximal 15 + II, + [1; < II™. Ainsi, le bien-étre social
est plus important lorsque le producteur peut servir directement les consommateurs : W* < W™,

Par ailleurs, il est important de rappeler que la mise en ceuvre de restrictions verticales telles qu’une
tarification binbme ou qu’un prix de revente imposé pourraient permettre de corriger le probléme de la double
marginalisation.

Notez enfin que cet exercice ne spécifie ni la maniere dont les cigarettes électroniques affectent la
santé des consommateurs ni I'impact de la décision gouvernementale sur les préférences de ces derniers. Cette
présentation treés épurée rend la résolution de I'exercice aisée mais ne permet pas de juger de I'efficacité de la
politique de régulation mise en ceuvre.
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Examen d’Organisation Industrielle

Licence 3 - 1ére session - Décembre 2013
Université Montpellier 1 - Faculté d’Economie

INSTRUCTIONS :

- Vous avez 2h pour répondre a la question de cours et a I'exercice suivants.

- Aucun document n’est autorisé en dehors des dictionnaires de langue pour les étudiants non-francophones. Les
calculatrices non programmables sont autorisées.

- En ce qui concerne la question de cours, vos arguments devront étre présentés de manieére claire et cohérente. Tous
les concepts auxquels votre réponse fera référence se devront d’étre définis.

- En ce qui concerne Uexercice, COMMENTEZ VOS RESULTATS dés que vous estimez qu’il est pertinent de le faire.
Inutile de détailler les calculs sur votre copie : contentez-vous de poser les conditions initiales et donnez directement la
solution. On supposera que tous les agents sont rationnels et que leur objectif est de maximiser leur profit/utilité.

- Le baréme ainsi que l'allocation temporelle ne sont donnés qu’a titre indicatif. Notez que le baréme est sujet a
modification.

- Merci d’écrire LISIBLEMENT.

BON COURAGE !
QUESTION DE COURS [8pts - 45min/ :
Le probléme de la double marge : origines, conséquences et solutions

EXERCICE [12pts - 1h15min] :

Considérons un continuum de consommateurs distribués uniformément sur un intervalle [0,1]. La
firme A, localisée en a = 0, est en situation de monopole et produit, au cofit unitaire c4 > 0, un bien
dont la consommation procure un niveau d’utilité brut w > 0. L’entreprise vend son produit au prix
unitaire p4. Les consommateurs subissent un cotit de déplacement unitaire égal & ¢ > 0. La distance
est mesurée linéairement. Si le consommateur localisé en 6 € [0, 1] choisit d’acheter le bien, son niveau
d’utilité final est donc égal & Uy = u — ps — t6. S’il choisit de ne pas acheter le bien, son niveau d’utlité
final est supposé étre nul.

1. [2pts] Déterminez la fonction de demande D(p4) s’adressant au monopole.

2. [2pts] Déterminez le prix de monopole p’j qui permet & lentreprise A de maximiser son profit.
Déduisez-en D(p'}'), le volume de bien échangé sur le marché a I’équilibre du monopole.

3. [2pts] Déterminez le seuil u au-deld duquel le marché sera couvert a I’équilibre du monopole.

Supposons désormais que l'entreprise B entre sur le marché et admettons qu’elle soit localisée en
b = 1. Les deux firmes produisent le méme bien, elles se différencient par leur localisation sur 'intervalle.
Disposant de moins d’expérience que sa rivale, ’entreprise B est technologiquement moins efficace que
Pentreprise A. En l'occurrence, on supposera que son coiit de production unitaire est égal a cg > cga.
Enfin, on notera pp le prix de vente unitaire du produit de la firme B.

4. [2pts] En supposant que le marché soit couvert, déterminez la demande s’adressant a chacune des
deux entreprises.

5. [2pts] Déterminez les prix de duopole p‘f_l et p% choisis simultanément par les deux firmes.

6. [2pts] Soit Ac = cp — cy4 le différentiel d’efficacité technologique séparant les deux entreprises.
Déterminez le seuil Ac au-dela duquel le marché sera monopolisé par 'entreprise A a I’équilibre du
duopole.



Examen d’Organisation Industrielle

Licence 3 - 1ére session - Décembre 2013
Université Montpellier 1 - Faculté d’Economie

INSTRUCTIONS :

- Vous avez 2h pour répondre a la question de cours et a I'exercice suivants.

- Aucun document n’est autorisé.

- En ce qui concerne la question de cours, vos arguments devront étre présentés de maniere claire et cohérente. Tous
les concepts auxquels votre réponse fera référence se devront d’étre définis.

- En ce qui concerne I'exercice, COMMENTEZ VOS RESULTATS des que vous estimez qu’il est pertinent de le faire.
On supposera que tous les agents sont rationnels et que leur objectif est de maximiser leur profit/utilité.

- Merci d’écrire LISIBLEMENT.

BON COURAGE !
QUESTION DE COURS :

Définir le probléme de la double marge et expliquer comment y remédier.

Solution

« Qu’est ce qui est pire qu'un monopole? Une chaine de monopoles ». Cette citation célébre illustre
a merveille la problématique de la double marge dans les modéles de relations verticales.

On entend par relations verticales une situation dans laquelle un producteur en situation de monopole
et un distributeur contractualisent sur le marché de gros tandis que le distributeur et les consommateurs
interagissent sur le marché de détail. On ainsi affaire a une chaine de production dans laquelle chaque
élément est une entité indépendante (exemples : agriculteurs, industrie pétroliere, pierres précieuses).
Autrement dit, le produit final requiert les compétences de multiples firmes qui vont successivement
acheter le produit et le revendre a I’élément lui succédant dans la chaine de production aprés lui avoir
appliqué son domaine de compétences. Ainsi, & mesure que I'on progresse dans la chaine de production
(que le produit se rapproche de ses caractéristiques finales), chaque élément de la chaine verticale vendra
le bien intermédiaire plus cher que ce qu’il I'a acheté pour ainsi dégager une marge. En effet, chaque
firme étant en situation de monopole, elle peut donc tarifer au dessus du cotit marginal. Au final, le
consommateur subira les marges successives appliquées par chacun des maillons de la chaine verticale
En conséquence, son surplus sera faible puisque le prix final sera élevé. C’est en ¢a que la double
marginalisation est un probléme. Plus il va y avoir d’éléments dans la chaine verticale et plus le prix
de vente sera élevé. Ainsi & mesure que les structures verticales se complexifient, on s’éloigne de plus
en plus de 'optimum de premier rang puisque chaque monopole va engendrer une perte séche qui vont
s’additionner.

En réalité le probleme de la double marge est un probléme d’externalité : les éléments en aval de la
chaine de production ne prennent pas en compte le fait que la baisse de leur prix de revente entrainerait
une augmentation du profit des entités en amont de la chaine. Les solutions a ce probléme consistent
donc a internaliser cet effet externe.

Quelles sont les solutions a ce probléme? Une premiére consiste simplement & pratiquer une intégra-
tion verticale. En effet, producteur et distributeur ne faisant qu’'un, une seule marge est répercutée sur
le consommateurs. On parle alors de structure intégreée.

Une seconde solution consiste & mettre en oeuvre des restrictions verticales. Une restriction verticale
est une forme de contractualisation plus sophistiquée que la simple tarification linéaire qui va permettre
de restaurer 'efficacité d’une structure intégrée lorsque les éléments de la chaine verticale demeurent dis-
sociés. On n’évoquera ici que deux formes de restrictions verticales : les contrats de franchise (tarification
binome) et le prix de revente imposeé.



En ce qui concerne la tarification binéme, supposons d’abord que le producteur puisse déterminer les
termes du contrat (il dispose du pouvoir de négociation). La partie fixe de la tarification va permettre
au producteur de confisquer la totalité du profit du distributeur. Ainsi, le producteur va choisir le prix
variable le plus faible possible (cott marginal de production) de maniére a permettre au distributeur
de maximiser son profit pour ensuite le lui confisquer. Il cherche & maximiser la taille du gateau pour
ensuite le prendre tout entier. Le probléme de la double marge est ainsi éliminé puisque le producteur
ne prend pas de marge (il vend au cotit marginal). A Péquilibre du modele, le prix final sera le prix de
monopole, le profit du distributeur sera nul, celui du producteur sera égal au profit du monopole, on
retrouve précisément le résultat de la structure intégrée.

De maniére triviale, si le distributeur pouvait déterminer les termes du contrat, il choisirent une
partie fixe égale a zéro et la prix variable égal au cotiit marginal. Pour les mémes raisons, le probléme de
la double marge est éliminé car le producteur ne prend pas de marge, on retrouve les mémes résultats
hormis le fait que le profit est désormais entiérement capté par le distributeur.

En ce qui concerne le prix de revente imposé, cette pratique consiste a obliger le distributeur a
vendre le produit & un prix préalablement déterminé par le producteur. Ainsi, le producteur va obliger
le distributeur a vendre son produit au prix ou il I’a acheté, en I'occurrence le prix de monopole. Ainsi
le distributeur ne fera aucune marge, son profit sera nul (entiérement confisqué par le producteur) et on
retrouve bien le résultat de la structure intégrée.

EXERCICE :

Considérons un continuum de consommateurs distribués uniformément sur un intervalle [0,1]. La
firme A, localisée en a = 0, est en situation de monopole et produit, au coit unitaire c4 > 0, un bien
dont la consommation procure un niveau d’utilité brut w > 0. L’entreprise vend son produit au prix
unitaire p4. Les consommateurs subissent un cotit de déplacement unitaire égal & ¢ > 0. La distance
est mesurée linéairement. Si le consommateur localisé en 6 € [0,1] choisit d’acheter le bien, son niveau
d’utilité final est donc égal & Uy = u — pa — t6. S’il choisit de ne pas acheter le bien, son niveau d’utlité
final est supposé étre nul.

1. Déterminez la fonction de demande D(p4) s’adressant au monopole.

Solution 1 D(ps) = “2

2. Déterminez le prix de monopole p’y’ qui permet & I'entreprise A de maximiser son profit. Déduisez-
en D(py), le volume de bien échangé sur le marché a 1’équilibre du monopole.

Solution 2 p} = %,D(lﬂf) =45

3. Déterminez le seuil u au-dela duquel le marché sera couvert a I’équilibre du monopole.
Solution 3 u =2t +cy

Supposons désormais que l'entreprise B entre sur le marché et admettons qu’elle soit localisée en
b = 1. Les deux firmes produisent le méme bien, elles se différencient par leur localisation sur 'intervalle.
Disposant de moins d’expérience que sa rivale, ’entreprise B est technologiquement moins efficace que
Pentreprise A. En l'occurrence, on supposera que son coiit de production unitaire est égal a cg > ca.
Enfin, on notera pp le prix de vente unitaire du produit de la firme B.

4. En supposant que le marché soit couvert, déterminez la demande s’adressant a chacune des deux
entreprises.

Solution 4 D4(pa,pp) = % + pB;tpA, Dg(pa,pp) = % + %

5. Déterminez les prix de duopole pff‘ et de choisis simultanément par les deux firmes.

Solution 5 MR4(pp) = B22XA  MRp(pa) = H2ATE  (pd, ph) = (¢ + 2eafen ¢4 2cntea)

6. Soit Ac = cp—cy le différentiel d’efficacité technologique séparant les deux entreprises. Déterminez
le seuil Ac au-dela duquel le marché sera monopolisé par 'entreprise A a I’équilibre du duopole.

Solution 6 D4(p%,ph) =5+ 52> 1= Ac=3t



EXEMPLES DE CORRECTION DE QUELQUES QUESTIONS DE COURS

Chapitre 1 : Le pouvoir du monopole vient de la demande, commentez cette
affirmation.

Les divers modéles de monopole se rapportent a une structure de marché dont I'équilibre
résulte mécaniquement du comportement de maximisation d’un offreur unique supposé rationnel
offrant un bien homogeéne a une multitude de demandeurs.

Mais contrairement aux firmes en situation de « Concurrence Pure et Parfaite » qui sont «
preneuses de prix » le Monopoleur est « price-maker » : il fixe le prix du produit et ainsi, dés lors que
la demande qui s’adresse a lui est donnée, le volume des échanges de facon a maximiser son profit
total.

Les modeéles théoriques étudient le monopole « pur » (ou « absolu »), c'est-a-dire la situation
abstraite de firmes ne subissant aucune « concurrence », ni directe, ni indirecte, ni potentielle. Les
conditions d’existence d’un monopole « pur » sont :

H1 : Unicité de I'offreur et atomicité de la demande.

H2 : Nullité de I'élasticité-croisée de la demande du bien produit par le monopoleur, par
rapport au prix de tous les autres biens, c’est-a-dire, pas de substituts (absence de concurrence
effective directe ou indirecte).

H3 : Barrieres infranchissables a I'entrée (absence de concurrence potentielle, absence de
« mobilité » des facteurs).

Le profit du monopole est maximal lorsque sa recette marginale est égale a son codt
marginal :
Rm(g™) = Cm(q™)

On peut également montrer qu’a I'équilibre du monopole, I'indice de Lerner est égal a
I'inverse de I’élasticité de la demande (en valeur absolue) :

L'indice de Lerner est une mesure du mark-up du monopole (de son profit marginal). Il
renseigne sur la capacité du monopole a fixer un prix supérieur a son colt marginal. C’est
précisément l'intensité avec laquelle il peut abuser de sa position dominante qui détermine le
pouvoir du monopole.

L’élasticité de la demande mesure la sensibilité de la demande face a une variation du prix.
Grossierement, la demande est dite élastique (resp. inélastique) si celle-ci est trés sensible (resp. peu
sensible) aux variations du prix.

Ainsi, a I’équilibre du monopole, plus la demande est élastique (resp. inélastique), et plus le
mark-up est faible (resp. élevé). En effet, lorsque la demande est inélastique, le monopole a intérét a
fixer un prix élevé qui ne contractera que faiblement la demande s’adressant a lui tout en lui
assurant un mark-up confortable. A I'inverse, lorsque la demande est élastique, le monopole a



intérét a fixer un prix faible qui saura suffisamment stimuler la demande s’adressant a lui de maniére
a compenser un profit marginal plus réduit.

Dans le cas limite ou I'élasticité tend vers I'infini, le mark-up est nul et on retrouve bel et bien
la tarification au co(t marginal de la CPP. Dans ce cas, le monopole ne peut pas abuser de sa position
dominante et cette impuissance trouve son origine dans les caractéristiques de la demande.

Chapitre 2: Du point de vue du bien-étre social, une discrimination de
troisieme type est-elle préférable a un prix uniforme ?

Cf. Correction de I'’examen blanc 2013/2014

Chapitre 3 : Définir le probléme de la double marge et expliquer comment y
remédier.

Cf. Correction de '’examen de CM 2013/2014

Chapitre 4 : Rappelez quelles stratégies (prix choisis par chacun des joueurs)
constituent 'unique équilibre de Nash du modéle de base de Bertrand et
expliquez pourquoi celui-ci est souvent qualifié de paradoxe. En quoi
I’introduction de contraintes de capacité, d’une différentiation des produits
ou encore d’une répétition infinie des interactions stratégiques peut expliquer
que I’équilibre du modéle de base de Bertrand n’est que rarement observé en
pratique? Détaillez votre réponse.

Cf. Correction de I’examen blanc 2012/2013



KIT DE SURVIE EN RECHERCHE D’EXTREMA LIES

+

Remarques préliminaires : Ce court document n’a nullement la prétention de présenter la question de la

recherche d’extrema liés avec toute la rigueur qui lui serait due ni avec exhaustivité (loin s’en faut !). Le but de
ce document est simplement d’essayer de synthétiser les méthodes d’optimisation sous contraintes avec
lesquelles vous devez étre un minimum familiers pour vous sentir a I’aise avec les calculs réalisés au cours de ce
TD de Miroéconomie en L2. Je m’excuse aupres des étudiants passionnés par les mathématiques pour les
imprécisions qui parsement ce document et auprés des étudiants a la curiosité insatiable qui auraient aimé en
apprendre plus a ce sujet. A ceux-ci, je rappelle qu’il existe en L3 un cours optionnel d’optimisation que je vous
incite vivement a suivre. J’en profite pour remercier mon frere (professeur agrégé de mathématiques) qui a bien
voulu relire et corriger certains points de ce document.

1) Pour bien commencer
a) Un peu de vocabulaire

Optimiser signifie maximiser ou minimiser une fonction.

La fonction que I'on cherche a optimiser s’appelle la fonction objectif.

Exemple : u est la fonction objectif
La fonction objectif dépend d’une ou de plusieurs variables que I'on appelle arguments.

Exemple : La fonction u dépend de x; et de x,. Ainsi, on peut I'écrire u(xy,x,), x, et x, sont les arguments de
cette fonction.

Les arguments maximaux (resp. arguments minimaux) d’une fonction correspondent aux

valeurs des arguments qui maximisent (resp. minimisent) cette fonction.

La valeur optimale (maximale ou minimale) d’une fonction est égale a I'image de ses

arguments optimaux (maximaux ou minimaux).

Exemple : On va chercher a déterminer les arguments maximaux (x;,x;) de maniéere a ce que la fonction u soit
maximale et ainsi calculer cette valeur maximale : u(xz, x3)

On parle d’optimisation libre lorsqu’on optimise la fonction objectif sans introduire quelque

contrainte que ce soit. On parle d’optimisation sous contrainte ou encore d’optimisation liée si I'on

introduit une ou plusieurs contraintes sur les arguments.

Une contrainte peut étre écrite sous forme d’équation (g(x;,x,) = 0) ou d’inéquation
(g(x1,x2) = 0) (ou bien g(x4,x,) < 0 peu importe).

On parlera de solution pour désigner les arguments optimaux du probléme d’optimisation.

Exemple : (x1,x3) est la solution du probléme d’optimisation.



Dans le cas d’une contrainte écrite sous forme d’inéquation du type g (x4, x,) = 0, on dit que
la contrainte est saturée (ou encore active) si a la solution du probleme, g(x{,x5) = 0. On dit que la
contrainte est libre (ou encore passive), si a la solution du probleme, g(xj,x5) > 0.

Exemple : Si on vous demande de grimper le plus haut possible sur une montagne et qu’on vous donne 4h. Si
vous parvenez au sommet de la montagne (vous ne pouvez pas aller plus haut) en 3h, alors c’est que la
contrainte (temporelle) est libre. Si vous grimpez jusqu’a la derniére seconde, alors la contrainte est saturée.

Dans le cadre de ce TD de microéconomie, une solution est dite intérieure si celle-ci est telle

que tous les arguments optimaux de la fonction objectif sont strictement positifs (x* > 0) (tous les
éléments du vecteur x* sont strictement positifs).

Un programme d’optimisation (ou probleme d’optimisation) indique :

- Letype d’optimisation a réaliser : maximisation ou minimisation

- Lafonction objectif a optimiser

- L’ensemble des arguments dont on doit déterminer la valeur optimale
- L’ensemble des contraintes

Exemple :

max u(xy,x,)
{x1,22}

t.q.g(x1,x) =0
t.q.h(x,x,) =0

b) Hypothéses simplificatrices

Afin de simplifier les explications qui vont suivre, je pose les hypothéses suivantes (souvent
vérifiées en microéconomie) :

- Il existe qu’une seule solution au probléme d’optimisation. Elle est intérieure et unique.

Remarque : Faire I’hypothése d’une solution intérieure nous simplifie grandement la vie ! En effet, sans cette
hypothése, il faudrait rajouter autant de contraintes écrites sous la forme d’inégalités de non-négativité que
d’arguments de la fonction objectif (x; = 0,x, = 0).

- Les conditions de second ordre sont vérifiées.

Remarque : Gardez bien a I'esprit que les méthodes qui vont étre développées dans ce document permettent
seulement d’identifier les points critiques, candidats a étre solution du probléme d’optimisation. Autrement dit,
nous ne vérifions ici que les conditions nécessaires d’optimalité. Dans certains cas, celles-ci sont également
suffisantes, mais la plupart du temps il faut s’intéresser aux conditions de second ordre de maniere s’assurer
que la courbure de la fonction objectif au voisinage du point critique est compatible avec le probléme
d’optimisation. Il serait en effet plutét stupide d’identifier les arguments minimaux d’une fonction alors qu’on
vous demande de la maximiser !

Remarque : Tout au long de cette fiche, je prendrai 'exemple de fonctions objectifs n’ayant que deux variables
et de programmes d’optimisation ne comportant qu’une seule contrainte. Les explications que je propose
peuvent naturellement s’appliquer dans les cas oli le nombre de variables et/ou de contraintes est plus élevé.

¢) Une astuce qui peut servir !



En économie, on a I'habitude de maximiser plutét que de minimiser. Du coup, certains
étudiants peuvent étre mis en difficulté lorsqu’ils sont confrontés a un probleme de minimisation.
Pourtant, il existe une technique tres simple qui vous permet de retomber sur vos pattes. En effet,
les arguments minimaux de la fonction f et les arguments maximaux de la fonction - f sont
identiques. Ainsi, une fois que vous avez calculé les arguments maximaux de la fonction - f, il vous
suffit de les substituer dans la fonction f pour obtenir sa valeur minimale.

2) Optimisation avec contraintes écrites sous forme d’égalités et
fonctions implicites

Soit le programme d’optimisation suivant :

max u(xq,x;)
{ {x1:x2}
t.q.h(xy,x) =0

Il existe deux méthodes de résolution.

La premiere consiste simplement a utiliser les fonctions implicites. La seconde s’appelle la
méthode de Lagrange, elle fait appel aux conditions nécessaires d’optimalité de Kuhn & Tucker.

Les économistes semblent adorer utiliser un marteau pour assommer une mouche
(« Pourquoi peut-on faire simple quand on peut faire compliqué ?! ») et ont tendance a utiliser la
méthode de Lagrange pour résoudre ce probléme d’optimisation que I'on pourrait pourtant traiter
de maniére triviale en faisant appel aux fonctions implicites. En effet, la méthode de Lagrange est un
outil puissant qui permet de traiter les problemes d’optimisation sous contraintes écrites sous forme
d’inéquations. Il peut bien entendu étre appliqué a la programme d’optimisation sous contraintes
écrites sous forme d’égalités mais sa plus grande complexité le rend peu attractif. Malheureusement
pour vous, on peut explicitement vous demander d’utiliser la méthode de Lagrange.

Dans cette premiéere partie, je ne présenterai que la méthode dite des fonctions implicites. Je
reviendrai dans la quatrieme partie sur I'application de la méthode de Lagrange aux programmes
d’optimisation sous contraintes écrites sous forme d’égalités.

a) Méthode

La contrainte écrite sous forme d’égalité h(x;,x,) = 0 permet de déterminer deux fonctions
implicites : x, = @(x1) et x; = Y(x,). En substituant I'une ou l'autre de ces fonctions implicites
dans la fonction objectif, nous allons non seulement « intégrer » la contrainte a la fonction objectif
mais également transformer cette fonction initialement a deux variables a une fonction a une seule
variable. Ainsi, en supposant que I'on ait utilisé la fonction x; = 1 (x5) le programme d’optimisation
devient

{rgcg§u(¢(xz),xz)
t.q. %, = YP(x3)

Notez bien que I'équation x; = ¥(x,) n’est pas vraiment une contrainte. Il s’agit plutot
d’une relation qui nous permettra ex post de déterminer x; une fois que I'on aura calculé x3. Le
probléeme s’apparente ainsi a un programme d’optimisation libre d’une fonction objectif n’ayant
qu’un seul argument. Afin de le résoudre, il suffit de déterminer la valeur optimale x5 qui annule la
dérivée premiere de la fonction objectif.



du(p(xz), x2) _

dx,

0

Une fois que I'on a calculé x5, il suffit de déduire la valeur optimale x] via la fonction

implicite 1.
x1 = P(x2)

Enfin, on peut déterminer la valeur optimale de la fonction objectif en y substituant les

arguments maximaux.
u(x1, x3)
b) Exemple
Soit (x4, X5) = 2x1x5 , h(xy,%;) = R — x1p1 — X3P,

Nous cherchons a déterminer le couple (x7, x3) qui maximise la fonction u(xy, x,) sous la

contrainte écrite sous forme d’égalité que h(x;,x;) =0

Le programme s’écrit donc

max_ 2x;X;
{ {x1:x2}
th - xlpl - xzpz = 0

On peut déterminer les deux fonctions implicites a la contrainte (la détermination d’une

seule d’entre elles suffirait) :

P TS
T pe P2 !
R p,
Xp=———x; =P(x
1= e T Y )

En substituant 'une ou l'autre de ces fonctions implicites dans la fonction objectif, on peut

alors réécrire le probleme de maximisation de la sorte :

2 R ps
{rpax (rooGe) [P enG =)
X1} (=4 R
t.q.x; = ¢(x1) t_q_xzz——&xl
b2 P2

Nous faisons désormais face a un probleme de maximisation s’apparentant a de
I'optimisation libre pour lequel la fonction objectif n’a qu’un seul argument (x;). Pour résoudre ce
probléme, il suffit de déterminer la valeur optimale xi pour laquelle la dérivée premiére de la

fonction objectif s’annule :

ou(xq, o(x R
(21, 0( 1))=0‘:’xik=_
0xq 2p,

D’apres la fonction implicite ¢, on déduit immédiatement la valeur optimale x3 :



R P1 _x * R p1( R * R
x;=px)) e x,=——=x]©x =———(—)<:>x =—
2= 90a) 27 p, p 27 p, po\2py 27 2p,
On peut enfin déterminer la valeur optimale prise par la fonction objectif :
u xl,xZ = x1x2 S U xl,xZ = (_> <_) lu xl, x2 =
2p1/ \2p; 2p1p2

3) Optimisation sous contraintes écrites sous forme
d’inégalités et méthode de Lagrange

Lorsque I'on a affaire a un probleme d’optimisation sous contraintes écrites sous forme
d’inégalités, la méthode précédemment présentée ne peut plus s’appliquer. On utilise alors la
méthode de Lagrange et les conditions d’optimalité de Kuhn & Tucker.

a) Méthode

Supposons que nous devions résoudre le probleme suivant :

{x1.x2

{ max}u(xl,xz)
t.q.h(xy,x3) =20

La premiere étape consiste a définir la fonction de Lagrange L associée a ce probleme :
L(xq, x5, 1) = u(xy,x3) + Ah(xq, %) ;A =0

Notez que par convention, on écrit toujours les contraintes écrites sous forme d’inégalités
sous la forme h(xy,x,) = 0. Ainsi, si vous avez une contrainte du type R = x;p; + x,p,, alors

h(x1,x5) = R — pyX; — P2X,. Si vous avez une contrainte du type y; < 2,/y,, alors h(xy,x,) =
2,/y2=n

La fonction de Lagrange associée a un probléme d’optimisation se définit simplement comme
la somme de la fonction objectif et des contraintes, celles-ci étant pondérées par les multiplicateurs
de Lagrange leur étant associés (un multiplicateur par contrainte).

La variable A est appelée multiplicateur de Lagrange. Sa valeur dépend des arguments de la
fonction objectif. Un multiplicateur de Lagrange (lorsqu’il est évalué a la solution du probléme),
indique la variation de la fonction objectif a laquelle conduirait un relachement marginal de la
contrainte lui étant associée.

Exemple : Dans le cadre de I'équilibre du consommateur, cela revient a se poser la question suivante : si je
donne un euro de plus au consommateur, de combien va-t-il pouvoir faire progresser son utilité totale ? C’est
précisément ce que mesure la valeur prise a la solution du probléeme par le multiplicateur de Lagrange associé a
la contrainte budgétaire. Il correspond ici a I’utilité marginale du revenu.

Ainsi, lorsqu’a la solution du probléeme la contrainte est libre, on comprend que le
multiplicateur y étant associé sera nul.



Exemple : Dans le cadre de I’équilibre du consommateur, si a la solution du probleme ma contrainte budgétaire
est libre, c’est que je ne dépense déja pas tout mon revenu. Ainsi, si on me donne un euro de plus, cela ne va pas
me permettre de faire progresser mon utilité. L’utilité marginale du revenu est nulle.

En revanche, lorsqu’a la solution du probléme la contrainte est active, alors le multiplicateur
y étant associé sera positif.

Exemple : Dans le cadre de I’équilibre du consommateur, lorsqu’a la solution du probleme je dépense 'ensemble
de mon revenu, alors si on me donne un euro supplémentaire, cela va me permettre d’augmenter mon utilité via
un panier de consommation mieux fourni. L’utilité marginale du revenu est positive.

Remarque : Supposons que nous fassions face au probléeme de minimisation suivant :

{x1,%2}

{ min u(xy, x;)
t.q.-h(x,x,) =0

On pourrait bien sar le transformer en un probléeme de maximisation conformément a ce qui a été
expliqué précédemment. Si I'on ne souhaite pas utiliser cette astuce, alors la fonction de Lagrange L étant
associée a ce programme de minimisation s’écrit ainsi :

L(xy,x5,A) = u(xy,x,) — Ah(xy,x,) ;1= 0

Désormais, la fonction de Lagrange se définit comme la différence entre la fonction objectif et la
contrainte, celle-ci étant pondérée par le multiplicateur qui se doit d’étre positif.

Revenons-en a notre probléeme de maximisation : un théoréeme nous dit que le systeme des
conditions nécessaires d’optimalité de Kuhn & Tucker est le suivant (les dérivées partielles étant
évaluées a la solution du probleme) :

f aL(xlleIA)
axl - 0 (1)
OL(x4,%5,4)
1Ty, 0(2)
* aL(xlixZI}l)
Y 00

L =0 (4)

Dans le cas présent :

fau(xl,xz) 0h(xy,x3)
- A" =0
Jdxq d0x4q
) ou(xy, x7) Oh(xq, x2)
- A" =0
dx, dx,
A*h(xi,x3) =0

=0
Il est possible de décomposer ces conditions en trois catégories :

- Les équations marginales (1) 4 (2) : elles s’apparentent aux conditions de premier ordre

que I'on retrouve dans le contexte d’'un programme d’optimisation libre. Elles indiquent simplement



gu’a la solution du probléme les dérivées premieres de la fonction objectif (qui est désormais la
fonction de Lagrange) doivent étre nulles.

- Les relations d’exclusion (3) : A la solution du probléme, chaque contrainte peut étre soit
libre, soit saturée. Si elle est saturée, alors h(xj,x;) = 0 et le multiplicateur y étant associé est
positif (1 = 0). Si elle est libre, alors h(x],x5) > 0 et le multiplicateur y étant associé est nul (1* =
0). Ainsi, le produit A*h(xj,x5) est toujours nul, c’est précisément ce qu’indiquent les relations
d’exclusion.

- Les contraintes de non-négativité des multiplicateurs (4) : Ces inéquations rappellent

simplement que les multiplicateurs de Lagrange doivent étre positifs.

La résolution de ce systeme permet de déterminer la solution du probleme. On peut ensuite
vérifier ex post que les contraintes sur les arguments sont bien respectées et enfin déterminer la
valeur optimale prise par la fonction objectif.

Remarque : Dans le cas de contraintes multiples, le systéme des conditions premieres peut devenir assez
compliqué a résoudre. La technique de résolution que I'on peut employer consiste a envisager et tester la
validité de chacune des configurations de la solution du probléeme admissible. Si par exemple on a deux
contraintes, alors quatre cas seront a traiter : les deux contraintes sont libres, la premiére est libre et la seconde
est saturée, la premiere est saturée et la seconde est libre et enfin les deux contraintes sont saturées. Dans
chaque cas, ces hypothéses permettent de reformuler les relations d’exclusion et permettent alors de tester la
validité des équations marginales.

a) Exemple

Supposons que nous ayons a résoudre le programme suivant :
max m(y1,¥2) = P1V1 — P2Y2
{y1y2}
t.q.y1 < 2y
Avecp, > 0etp, >0
La fonction de Lagrange L y étant associée est la suivante :
L(y1,y2,0) = p1y1 — D2Y2 + A(24/y2 — y1)

Les conditions nécessaires d’optimalité de Kuhn & Tucker s’écrivent :

OL(y1,¥2, 1) -0 .

a:VI B { P A/—{*z 0
OL(y1,¥2,4) — =
LVv ) p2t——==0

) 0x; 0 = \/y_z
LOL(y,y2,4) A(2yJy; —y1) =0
Nr'—==0
oA Ar=0
A=0

Puisque p; > 0, alors A* > 0. Ainsi, la contrainte va étre saturée : y; = 2,/y;. Ainsi, on peut
réécrire les conditions d’optimalité de la sorte :



p1:A*>0 p1=A*>O . p12
p 2| -0
—Pz+—1*:0<:>< y;:(&> = * \p,
\/y_z %) P2
2Jy;—yi=0  |2/y;-yi=0 2(p—1> —y;=0
2
A*:p1>0
2
. _ (P
< YZ—(pZ)
x _ 2P
1 P2

On peut désormais calculer la valeur optimale prise par la fonction objectif :

2p, P1 f

2
p
T(y1,y2) =p (—)—p (—) oy, y) =—
1,02 1 pz 2 pz 1 2 pz

4) Optimisation sous contraintes écrites sous forme d’égalités et
méthode de Lagrange

Lorsque les contraintes sont écrites sous forme d’égalités, nous avons vu qu’il est possible de
résoudre le probléme d’optimisation trés simplement en utilisant les fonctions implicites. Pourtant,
certains professeurs peuvent vous demander explicitement d’utiliser la méthode de Lagrange.

a) Méthode

Supposons que l'on vous demande de résoudre le programme suivant en utilisant la
méthode de Lagrange :

{x1.x2

{ max}u(xl,xz)
t.q.h(xy,x) =0

La contrainte h(xq,x,) = 0 peut-étre appréhendée comme le cas limite d’'une contrainte
écrite sous forme d’inégalité du type h(x4,x,) = 0 qui serait saturée a la solution du probléme. C’est
comme cela qu’il faut aborder le probleme : faire « comme si» on avait affaire a une contrainte
écrite sous forme d’inégalité et anticiper qu’elle sera saturée a la solution du probléme.

Ainsi, la fonction de Lagrange associée a ce programme est la méme que celle que nous
aurions associé au probleme suivant :

{x1.x2

{ max}u(xl,xz)
t.q.h(xy,x3) =20

En I'occurrence :

L(xq,%2,4) = u(xy,x3) + Ah(xq, X3)



Ce qui va différer, c’est bien entendu la forme prise par les conditions d’optimalité de Kuhn &
Tucker. En effet, dans le cas présent, la relation d’exclusion traduit simplement le fait que la
contrainte va étre saturée a la solution du probléme (h(xj,x;) = 0 et A* = 0). Ainsi, le systéme des
conditions nécessaires d’optimalité s’écrit de la maniére suivante :

y
OCrx2d) o (Guley,x,) 0k, xy)
0xq 0x 4 Ox -0
OL(x1, x5, h .
) % =0 PRy, au(Xl'XZ) + Aah(xl'xz) =0
axz axZ
a3 ) _ b = O
oA \ =0

Ar=0

On observe donc que rien ne change par rapport a de la programmation sous contraintes
écrites sous forme d’inégalités si ce n’est le fait que I'on connait déja la configuration de la solution
finale : la contrainte sera saturée.

b) Exemple

Reprenons le méme exemple que celui que nous avions traité dans la premiere partie de
cette fiche. Nous avions alors utilisé la méthode des fonctions implicites, montrons que I'on peut
parvenir au méme résultat avec la méthode de Lagrange (bien que cela soit nettement moins trivial)

Soit (x1,X2) = 2x1x, , h(x1,X3) = R — x1p1 — X35

Nous cherchons a déterminer le couple (x7, x5) qui maximise I'expression u(x;, x,) sous la
contrainte écrite sous forme d’égalité h(x,,x,) =0

Le programme s’écrit donc
{ max_ 2xqX;
X1,X2}
t.q.R —x1p1 —x3p, =0
La fonction de Lagrange L associée a ce probleme prend la firme suivante :
L(x1,%2,4) = 2x1%; + A(R — 11 — X2P2)

Les conditions nécessaires d’optimalité de Kuhn & Tucker sont les suivantes :

aL(xll xZ! A)

YT
dx4q

aL(xlr leA)

T L. T 0

dx,

aL(xlle'A) _ O
FY B

A"=0



Détail de la résolution :

2x; 2x;  2x;
* * _=A* _=_=A*
2x; —A'p; =0 P1 P2 p1
2x1 — A'p, PN 2_751*_/1* = 2% _ 2%
R —xip; —x3p, =0 D2 D2 P1
l Ar=0 lR—x{pl—x§p2=0 lR—xfm—x;Pz:O
>0 >0
2x7 2%, R
2x; 2% a2 2\2p;) 2x;
—:—:A p2 p1 QZ—ZZA*ZO
Pzp 1 P, . P2 P1
1 . " — X1 =X
= —x=x} =X Py ! 2 =X &(i>=x;
*2 N N pP1 ., P2 \2py
R—xipy —x3p, =0 R—xipy —|—x{)p,=0 R
/1* >0 1) ik:—
= =0 \ 2ps
R _ oy« >0
P1P2
R
= — =X
2p2 2
R
2pq L

On peut enfin déterminer la valeur optimale prise par la fonction objectif :

u(xq, x; X1X5 u(xq, x; 20,/ \2p, UlX1, X3 2p10,

On retrouve bel et bien les résultats auxquels nous étions parvenus dans la seconde partie.

On peut vérifier que la valeur prise a la solution du programme par le multiplicateur de
Lagrange correspond a l'utilité marginale du revenu :

Ju(xi,xz) R

OR PP,

="




KIT DE SURVIE EN THEORIE DES JEUX

+

Remarques préliminaires : Ce court document n’a nullement la prétention de présenter la théorie des jeux avec

toute la rigueur et I'exhaustivité qui lui seraient dues (loin s’en faut !!). Le but de ce kit est simplement de vous
donner quelques notions en la matiére afin que vous vous sentiez a I'aise avec le raisonnement que nous
élaborerons ainsi qu’avec les méthodes que nous emploierons au cours de ces séances. Sachez en effet que la
plupart des thémes d’organisation industrielle font appel a la théorie des jeux. C’est pourquoi je vous incite trés
vivement a suivre ce semestre le cours optionnel de « Théorie des Jeux ». Je m’excuse aupres des étudiants
aurait aimé que ce kit fasse preuve de davantage de rigueur pour les imprécisions qui parsément ce document
et aupres des étudiants a la curiosité insatiable qui auraient aimé en apprendre plus a ce sujet. Ce kit de survie
s’inspire trés largement de l'ouvrage « Théorie des jeux et analyse économique » de G. Demange et J.P.
Ponssard dont je vous recommande la lecture.

Introduction

La théorie des jeux a pour but d’analyser les prises de décision d’individus placés en situation
d’interdépendance. Sa principale originalité consiste a postuler la rationalité des acteurs, ceux-ci
étant conscients non seulement de leurs propres objectifs, mais aussi de ceux des autres
protagonistes. Elle trouve l'origine de son appellation dans les jeux de société dont l'analyse
nécessite a I'évidence la prise en compte de l'interaction stratégique entre les joueurs.

Remarque : Ce kit est plus spécifiquement consacré a la théorie des jeux dits non coopératif. Dans un jeu non
coopératif, les joueurs ne peuvent pas conclure d’accords irrévocables entre eux avant de s’engager dans
I'action. Cette hypothése se justifie dans de multiples situations. Ces justifications peuvent étre d’ordre physique
(impossibilité de communiquer, d’ordre légal (interdiction de se concerter entre concurrents) ou d’ordre
technique (difficulté a prévoir I'avenir et a s’engager dans un contrat). Partant de I'hypothése que chaque
joueur garde sa liberté d’engagement, I'objectif de la théorie des jeux non coopératifs est de caractériser les
issues possibles d’une interaction stratégique lorsque chaque joueur aborde cette interaction de maniéere
rationnelle.

Chapitre I : Les jeux simultanés a information complete : les
jeux sous forme normale

1) Modéles et exemples

a) La forme normale

La forme normale retient les éléments de base d’une situation d’interaction, a savoir les
protagonistes et, pour chacun d’entre eux, leurs stratégies disponibles et leur évaluation des
conséquences découlant des choix effectués par tous.

Aussi, un jeu sous forme normale est la donnée de (N, X;,u;,i € N), ou:

-L’ensemble N = {1, ..., i, ..., n} représente I'ensemble des protagonistes appelés joueurs



- Pour chaque joueur i, X; est I'ensemble de ses stratégies disponibles. Le choix par chaque
joueur d’une stratégie détermine l'issue du jeu.

On notera:
X; une stratégie de i,
x = (xq, ..., Xp) uneissue, X = [, X; 'ensemble des issues ; et aussi :
x = (x;,x_;) ou x_; représente les stratégies des joueurs autres que i,
X_; = ]'[iij Xj I'ensemble des stratégies des joueurs autres que i ;

- Pour chaque joueur i, u; est une fonction numérique sur I'ensemble des issues X. La
fonction u; est appelée fonction d’utilité ou encore fonction de paiement. Elle représente les
préférences du joueur sur les issues. Autrement dit :

u; (x) > u;(x") signifie que le joueur i préfére strictement 'issue x a I'issue x' et
u; (x) = u;(x") signifie qu’il est indifférent entre les deux issues.
Les deux hypothéses suivantes sous-tendent la donnée d’un jeu sous forme normale :

- Indépendance stratégique : les joueurs sélectionnent leur stratégie indépendamment les
uns des autres

Toute coordination formelle entre les joueurs, par exemple sous la forme d’une sélection
conjointe d’une issue du jeu, est ainsi exclue. Cette hypothese, trés importante, est réalisée par
exemple si les stratégies sont sélectionnées simultanément ou en secret.

- Information compléte : les joueurs connaissent la forme normale (N, X;, u;,i € N)

Les joueurs ont ainsi une connaissance commune de la situation a laquelle ils sont
confrontés : ils connaissent les autres joueurs, leur ensemble de stratégies et leur fonction d’utilité.
Cette hypothése permet de construire une théorie de I'interaction stratégique en se situant du point
de vue de I'ensemble des acteurs concernés.

b) Exemples
- Les jeux finis
Un jeu est dit fini si tous les ensembles de stratégies sont finis.
La bataille de sexes

Les deux joueurs sont un homme (lui) et une gemme (elle). Chacun a le choix entre deux
possibilités : acheter un billet soit pour une représentation a I'opéra, soit pour un match de boxe.
Ces possibilités seront notées respectivement O et B. Ils préferent avant tout étre ensemble, mais
elle préfere I'opéra a la boxe et lui la boxe a I'opéra. On peut schématiser la situation par le tableau
suivant dans lequel elle choisit une colonne et lui une ligne :



B 0
(4,2) (1,1)
(0,0) (2,4)

Dans un tel tableau, chaque case correspond a une issue. Le nombre de gauche donne le

niveau d’utilité atteint par le premier joueur, qui choisit une ligne, le nombre de droite celui atteint

par le deuxieme joueur,

systématiquement utilisées dans ce kit.

Le dilemme du prisonnier

choisit une colonne.

Ces conventions de notation seront

Chaque joueur dispose de deux stratégies, I'une « Pacifique », P, I'autre « Agressive », A. Les

paiements sont donnés par le tableau :

P A
(1,1) (-1,2)
(2,-1) (0,0)

Cette matrice a sans doute été la plus discutée en théorie des jeux en théorie des jeux.
L’histoire d’origine est la suivante. Deux individus soupgonnés d’avoir accompli un sombre forfait,
sont placés en garde a vue dans deux cellules différentes. Le juge propose a chacun le marché
suivant : « Avoue ton crime et témoigne contre ton complice, tu bénéficieras d’une réduction de
peine. Méfie-toi de lui, s’il est le seul a avouer, tu en prends pour vingt ans ». Le prisonnier est ainsi
placé devant un dilemme. Dans les conditions de l'interrogatoire tel qu’il est précisé, il a intérét a
avouer quoi que fasse son complice (il choisit toujours A). Pourtant, s’ils pouvaient se concerter, ils
n’auraient collectivement pas intérét a avouer (ils choisiraient conjointement I'issue (P, P)).

Cet exemple célebre illustre de fagon criante le conflit possible entre la rationalité
individuelle et une démarche collective qui voudrait que chaque joueur soit pacifique. De
nombreuses situations économiques peuvent étre représentées par le dilemme du prisonnier. Par
exemple, dans une situation de duopole, la stratégie agressive correspond) un prix faible, et la
stratégie pacifique a un prix élevé.

Pierre (P), Ciseaux (C), Papier (F pour feuille)

P C F
P (0,0) (1,-1) (-1,1)
C (-1,1) (0,0) (1,-1)
F (1,-1) (-1,1) (0,0)

Cette matrice représente un jeu apprécié des enfants : La Pierre I'emporte sur les Ciseaux,

qui I'emportent sur le Papier qui I'emporte sur la Pierre...

- Un jeu non fini (Enchéres)

Un objet est mis aux enchéres. Tout acheteur potentiel i attribue une valeur v; a I'objet. Son

niveau d’utilité est de la forme suivante :




(v; — p) s'il recoit I'objet et paye p,
0 sinon.

Considérons des enchéres sous pli scellé : chaque joueur fait une seule offre, soumise dans
une enveloppe cachetée. En pratique, deux types d’enchéres sont communément utilisées, I'une dite
au premier prix, I'autre au second prix. Dans les deux cas, |'objet est alloué au plus offrant (avec
tirage au sort s’il en existe plusieurs). Dans I'enchere au premier prix, le bénéficiaire de I'objet paye
son encheére, alors que dans I'enchére au second prix, il paye seulement la seconde meilleure
enchere.

Les ensembles de stratégies sont X; = [0, 4+00) oU x; représente I'enchére de i. Etant donné
une issue x, ordonnons les encheéres :

Xj 2 Xp 2.

Et notons X = x;, ¥ = x; (X = X si au moins deux personnes ont soumis I'enchére la plus

élevée).

Les fonctions de paiement sont :

Vi— . A ;oA
w;(x) = 2=L i x; = £ et m personnes ont annoncé £
L m L

0 sinon

p = X pour I’enchére au premier prix,
p = X pour I'enchére au second prix.

Nous avons modélisé une situation d’enchéres comme un jeu sous forme normale.
2) Définir la rationalité

L’hypothese fondamentale de la théorie des jeux est que chaque joueur cherche a maximiser
son niveau d’utilité, indépendamment des autres et connaissant les données du jeu, a savoir
(N, X;,u;,i € N). Comme nous allons le voir, cette hypothése ne permet pas de définir « la » solution
du jeu.

Nous devrions d’abord définir une notion décentralisée de rationalité individuelle. Ceci nous
conduirait a étudier les stratégies dominantes, dominées, prudentes et a définir le concept
d’équilibre, obtenu par élimination successives des stratégies strictement dominées. Cependant,
cette approche se révele en général insuffisante et d’autres concepts doivent étre introduits. Puisque
les niveaux d’utilité de chacun dépendent des stratégies des autres et puisque chacun le sait, la
notion de rationalité doit étre abordée simultanément pour I'ensemble des joueurs. L’équilibre de
Nash répond a cette vision d’une interaction stratégique.

Remarque : Cette année en organisation industrielle, lorsque nous aurons affaire a des jeux sous forme
normale, le critere d’équilibre que nous utiliserons pour résoudre les modéles est I’équilibre de Nash. Je me
permettrai donc, dans un souci de parcimonie, d’éluder la présentation des autres concepts.



a) L’équilibre de Nash

Considérons un jeu sous forme normale. Supposons que, avant de jouer, les joueurs se
rencontrent et tentent d’harmoniser leurs stratégies. Supposons en outre que si un accord est
conclu, sa violation par I'un des joueurs n’entraine aucune pénalité. Dans de telles conditions, les
joueurs se doivent de rechercher une issue qui respecte une certaine stabilité interne, dans le sens
ou aucun d’entre eux ne peut, en changeant unilatéralement de stratégie, augmenter son niveau
d’utilité. Ceci conduit a la définition de I’équilibre de Nash.

Définition : Une issue x* du jeu (N, X;,u;, i € N) est un équilibre de Nash si :
ui(x*) = ui(xi,xfi) Vi €N, Vxl- € Xi
Exemples :

- La bataille des sexes admet deux équilibres : (Opéra, Opéra) et (Boxe, Boxe) de paiements respectifs
(4,2) et (2,4).

- Ledilemme du prisonnier admet un seul équilibre (Agressif, Agressif).

- Lejeu Pierre, Ciseaux, Papier, malgré sa simplicité, n’admet aucun équilibre

Remarque : Ce dernier jeu admet un équilibre de Nash en stratégies aléatoires. Cependant, nous n’aurons pas
besoin d’un tel critere d’équilibre en organisation industrielle cette année alors je préfere ne pas rentrer dans le
détail

- Existence et calcul des équilibres

Trouver les conditions qui garantissent I'existence d’un équilibre est un probleme
mathématique difficile. A fortiori, |a recherche numérique des équilibres peut se révéler trés ardue.

Les correspondances de meilleure réponse

La correspondance de meilleure réponse d’un joueur donne ses choix optimaux vis-a-vis de
toutes les stratégies possibles des autres joueurs.

Définition : La correspondance @; de meilleure réponse du joueur i est définie sur X_; a valeurs dans
X; par:

pi(x_) = {x; € X; tel que w;(x;, x_) = w;(xj, x_))Vx; € X;}

Ainsi, @;(x_;) est un sous-ensemble de stratégies de i éventuellement vide. On peut réunir
les meilleures réponses de tous les joueurs en définissant la correspondance ¢ sur X a valeurs dans
X par:

(p(x) = ((pl (x—l)l ey (pTL(‘x—TL))
Elle associe a une issue les meilleures réponses de chacun aux stratégies des autres.

Par définition, en un équilibre, chacun utilise une meilleure réponse. Plus précisément, x* est
un équilibre si et seulement si :

u;(x*) 2 u;(x;,x%;) VieEN,Vx; €EX; & (xf € p;(x2;) VieN) = x* € p(x")



On obtient ainsi une caractérisation des équilibres de Nash a I'aide de la correspondance des

meilleures réponses :

x* est un équilibre de Nash < x* € @p(x*)

Exemple : Duopole en gquantité (a la Cournot)

Considérons deux firmes produisant le méme bien. Elles doivent décider indépendamment leur niveau

de production. Si elles produisent respectivement x; et x,, le prix de vente s’établira ¢ D — B(x; + x,). Chaque

firme produit a codt marginal constant c. Il n’y a pas de codt fixe. Les firmes maximisent leur profit.

Cette situation se représente par la forme normale :
X1 =X, = [0, +0o[
wi(x, %) =D =Py +x) —0)x; =12
La fonction u; est strictement concave car sa dérivée seconde, constamment égale a - 8, est négative.

Il existe une meilleure réponse a x, donnée par :

D—c—Bx, <D—c
27 Six, < 3

@1(xz) =

0 sinon
La fonction ¢, s’obtient de méme.
Tragons dans le plan(xy, x,) les graphes de ces fonctions :

{(x1,x2) € X1 X Xolx; = 1 (xz)} et {(x1, x2) € X; X X|x; = (1)}

Graphique 1 : Le duopole en quantité

v

X1



Les équilibres sont par construction les points d’intersection de ces graphes. Supposons D > c.

’ s ‘s . s * * D-c
L’équilibre est unique et symétrique : x; = x; = TR

Chapitre Il : Prendre en compte le temps et I'information : les
jeux sous forme développée

Dans de nombreuses situations d’interdépendance stratégique, les protagonistes
interviennent a plusieurs reprises. De plus, une fois leurs actions sélectionnées, ils en évaluent
parfois mal les conséquences, aussi bien sur eux-mémes que sur les autres. La forme normale
apparait a priori mal adaptée pour représenter de telles situations. Aussi introduit-on un nouvel outil
appelé forme développée. La forme développée détaille le déroulement d’une partie en précisant les
circonstances dans lesquelles chaque joueur doit agir. Une telle forme est aussi appelée forme
extensive ou encore arbre de jeu.

Cependant, cette représentation s’avere souvent trop complexe pour une résolution directe.
Aussi a-t-on recours a la mise sous forme normale de la forme développée. Par son caractere
normalisé la forme normale se prét bien a des calculs numériques. La mise sous forme normale
repose sur une réinterprétation du concept de stratégie. L'idée de base est de définir par stratégie la
spécification des actions du joueur en toutes circonstances ou il peut avoir a intervenir. Une stratégie
devient ainsi un plan d’action. Considérons deux exemples typiques : les jeux d’échecs et de poker.

Dans un jeu d’échecs, une stratégie doit préciser le coup a jouer pour toute configuration
possible de I’échiquier. Faisant abstraction des capacités de mémoire d’un ordinateur, les stratégies
des deux joueurs, une fois programmeées permettent de calculer le déroulement de la partie ainsi que
son issue. Le jeu est ainsi mis sous forme normale. Dans un jeu de poker, une stratégie doit préciser
les actions du joueur pour toutes les mains possibles. On pourrait penser qu’il suffit au joueur de
décider son comportement uniquement a la vue de sa main, indépendamment des autres mains qu’il
aurait pu avoir. Un peu de réflexion ou de pratique, montre la fausseté de ce raisonnement. Les
autres joueurs, qui eux ne connaissent pas ses cartes, se représentent son comportement pour
toutes les mains possibles. En fonction de cette représentation et des coups effectivement joués, ils
affinent leur information sur les positions respectives de chacun et décident ou non de rester dans la
partie. Le comportement que prendrait le joueur dans toutes les situations possibles influence donc
les comportements des autres joueurs et, en retour, son propre comportement pour une situation
donnée. La notion de stratégie, en liant les comportements pour toutes les mains possibles, traduit
donc la réalité du jeu. Cette notion permet une nouvelle fois de se ramener a la forme normale.

A ce point, le lecteur peut se demander quelle est la relation entre la forme développée et la
forme normale associée. Cette relation repose sur la propriété d’optimalité conditionnelle des
équilibres de Nash. Explicitons cette propriété. Un ensemble de stratégies définit une trajectoire (la
séquence des coups élémentaires correspondants). Si ces stratégies forment un équilibre de Nash, en
aucun point de la dite trajectoire, aucun joueur n’a intérét a dévier. Ainsi, I'équilibre, bien qu’obtenu
sur une forme apparemment statique, posséde des propriétés d’optimisation dynamique qui en font
une solution possible du jeu sous forme développée.

Cependant, revenant maintenant a la forme développée, I'optimisation conditionnelle
n’impose aucune contrainte de rationalité en dehors de la trajectoire. Ceci généralise un phénomeéne



bien connu dans les programmes d’optimisation sur un arbre de décision. Un tel programme, qui
peut étre vu comme un jeu a un seul joueur, admet une trajectoire optimale en générale unique.
Toute stratégie qui conduit a cette trajectoire est optimale méme si elle spécifie des actions
irrationnelles en dehors de cette trajectoire. Or, on peut vouloir ne considérer que les stratégies
rationnelles en tout point de I'arbre. De telles stratégies existent et s’obtiennent aisément par
programmation dynamique.

De la méme fagon, dans un jeu sous forme développée, on peut imposer des contraintes de
rationalité plus fortes que celles de I'’équilibre de Nash correspondant a la forme normale associée.
Ces contraintes, exprimées directement sur I'arbre du jeu, conduisent aussi a des procédures de
calcul trés pratiques, inspirées, elles aussi, de la programmation dynamique. Cependant, il faut
souligner qu’aucun critere de rationalité applicable a tous les jeux sous forme développée n’a pu étre
défini de maniére entiérement satisfaisante.

En définitive, la démarche adoptée ici consiste a souligner a la fois I'intérét technique de la
mise sous forme normale et I'intérét conceptuel d’hypotheses complémentaires de rationalité dans
la forme développée. Ceci nous conduira a définir les équilibres parfaits.

1) Jeux a information parfaite
Ce sont des jeux dans lesquels les joueurs :

- Prennent leurs actions les uns apres les autres, dans un ordre déterminé par les régles du
jeu, en connaissant a tout instant les actions déja choisies (information parfaite) ;

- Les joueurs ont a toute phase de jeu le méme état d’information sur d’éventuels éléments
aléatoires.

Le jeu d’échecs est le prototype du jeu a information parfaite mais le « 421 », qui comporte
des tirages a 'aide des dés, est aussi un jeu a information parfaite. Par contre, le poker ne remplit
pas la seconde condition car chaque joueur est le seul a connaitre ses propres cartes.

Dans cette section, nous nous limitons a des jeux ou les joueurs n’ont a intervenir qu’un
nombre fini de fois, quel que soit le déroulement de la partie. Si, de plus, le nombre d’actions
disponibles a chaque étape est fini, on a I'habitude de représenter le jeu par un diagramme appelé
arbre du jeu.

a) L’arbre de jeu

Graphique 2 : Un jeu Fournisseur Acheteur

(1,3)

0,0)

a (€AY



Cet arbre modélise la situation suivante : un fournisseur (F) souhaite arréter la fabrication
onéreuse de piéces de rechange pour un matériel périmé. L’acheteur (A) de ce matériel, couvert par
une garantie, peut engager des poursuites en cas d’arrét de la production. Bien que certain de
gagner, ces poursuites lui seraient trés couteuses.

Les deux fleches issues de F représentent les deux actions possibles du fournisseur :
continuer (c) ou arréter (a) la production. S’il continue, plus rien ne se passe: c’est une « fin de
partie », et le vecteur (1,3) donne les paiements atteints par le fournisseur et I'acheteur. Si le
fournisseur arréte, les deux fleches issues de A indiquent les deux actions possibles de I'acheteur :
engager des poursuites (p) ou les abandonner (a), avec pour chaque cas les paiements
correspondants. Généralisons cette construction.

Définition : Un arbre de jeu a information parfaite consiste en :

- Un ensemble de points reliés par des fleches telles que d’un point particulier, appelé origine
de I'arbre part un et un seul chemin fléché vers tout autre point ; l'origine correspond au début du
jeu ; tout point dont il ne part aucune fléche est un point terminal et correspond a une fin de partie

- Tout point non terminal de I'arbre comporte I'indice du joueur qui doit intervenir en ce point,
il devra choisir entre une des fléches issues de ce point;

- Le vecteur des paiements de chaque joueur en tout point terminal
b) Forme normale

Une stratégie du joueur i spécifie, en chaque point indicé par i, I'action qu’il choisirait si le
point était atteint au cours du déroulement de la partie, la donnée d’une stratégie pour chaque
joueur détermine un unique chemin de I'origine vers une fin de partie. Ce chemin, appelé trajectoire,
représente le déroulement de la partie. Les paiements obtenus a la fin de partie atteinte donnent
donc les paiements associés aux stratégies. Nous avons ainsi défini I'ensemble des stratégies et les
fonctions d’utilité : c’est la forme normale du jeu.

Ainsi, la forme normale du jeu Fournisseur-Acheteur est :

p a
c (1,3) (1,3)
(0,0) (3,1

Il est important de comprendre que différents couples de stratégies peuvent générer la
méme trajectoire : il suffit que ces stratégies different seulement sur les sommets qui ne sont pas sur
la trajectoire; c’est le cas dans I'exemple ci-dessus pour (continuer, poursuivre) et (continuer,
abandonner)

- Crédibilité des équilibres de Nash

Une fois le jeu mis sous forme normale, il est naturel de considérer ses équilibres de Nash ?
Dans le jeu Fournisseur-Acheteur, il existe deux équilibres de Nash : (continuer, poursuivre) et
(arréter, abandonner). Nous retrouvons le probléme de multiplicité d’équilibres déja évoqué.



Cependant, le contexte permet ici de les distinguer. En effet, le premier équilibre repose sur
une menace de I'acheteur : il engagera des poursuites en cas d’arrét de la production bien que, pour
lui, il serait alors préférable d’abandonner.

Une question naturelle se pose : la menace correspondante est-elle crédible ? Le fournisseur
sait que 'acheteur n’aurait pas intérét a mettre sa menace a exécution. Il peut éliminer cette menace
non crédible. Le seul équilibre satisfaisant est alors (arréter, abandonner). Ceci constitue un exemple
de l'utilisation du contexte pour opérer une sélection entre les multiples équilibres identifiables a
partir de la forme normale. Pour généraliser cette démarche a tous les jeux a information parfaite
nous procéderons en deux temps. Nous allons d’abord préciser une propriété fondamentale vérifiée
par un équilibre de Nash.

- Optimalité conditionnelle des équilibres de Nash
Pour énoncer cette propriété, nous avons besoin de la définition suivante.

Définition : On appelle sous-jeu d’un arbre a information parfaite tout arbre de jeu en prenant
n’importe quel point non terminal de I’arbre initial comme nouveau point d’origine.

Tout se passe comme si les joueurs commencaient le jeu par ce nouveau point.
Considérons un équilibre de Nash et un sous jeu. Distinguons deux cas :

- Le point initial du sous-jeu appartient a la trajectoire de I'équilibre (on dit aussi que le sous-
jeu est « atteint ». Dans ce cas, les stratégies induites par I’équilibre dans le sous-jeu doivent étre un
équilibre du sous jeu : une déviation profitable dans le sous-jeu entrainerait une déviation profitable
dans le jeu global ;

- Le point initial du sous-jeu n’appartient pas a la trajectoire de I’équilibre. Dans ce cas, la
restriction des stratégies a ce sous-jeu peut étre modifiée de facon quelconque sans modifier les
paiements puisque les actions ne seront jamais mises en ceuvre. Aussi, aucune contrainte de
rationalité n’est imposée « hors » de la trajectoire. En résumé, un équilibre de Nash induit un
équilibre de Nash dans tout sous-jeu atteint.

c) L’équilibre parfait

L'idée est simple : un équilibre de Nash spécifie des actions qui sont les meilleures réponses
les unes aux autres uniquement le long de la trajectoire. Un équilibre est dit parfait s'il spécifie des
actions vérifiant cette propriété dans tout I'arbre du jeu, méme hors de la trajectoire associée aux
stratégies considérées. Ceci permet d’éliminer toute menace qui ne serait pas crédible.

Définition : On appelle équilibre de Nash parfait (ou plus simplement équilibre parfait) un ensemble
de stratégies qui générent un équilibre de Nash dans chaque sous-jeu.

Evidemment, un équilibre parfait est un équilibre de Nash car le jeu entier est un sous-jeu.
Nous allons montrer maintenant que tout arbre de jeu admet au moins un équilibre parfait.

- Construction d’un équilibre parfait



Placons nous d’abord du point de vue de l'acheteur et considérons le sous-jeu
correspondant.

0,0)

a 1D

C’est un jeu réduit a un joueur et le seul équilibre de ce sous-jeu consiste pour I'acheteur a
retenir a. Connaissant cette situation, le fournisseur est maintenant confronté a un sous-jeu
élémentaire :

; (1,3)

a 31

Dans ce sous jeu, on a remplacé le sous-jeu acheteur par le paiement d’équilibre qui lui
correspond. Le fournisseur choisit finalement a et le seul équilibre parfait est (a, a).

Cette procédure se généralise aisément a tout arbre a information parfaite de la facon
suivante. On considére les points qui ne conduisent qu’a des fins de partie (il y en a puisque I'arbre
est fini). En un tel point, le joueur qui doit jouer choisit I'une des fins de partie qu’il préfére et on
remplace ce sous-jeu par le paiement de la fin de partie sélectionnée par le joueur. On continue ainsi
de proche en proche et on arrive a I'origine. Cette procédure définit en tout point I'action choisie par
le joueur qui doit jouer : elle donne donc bien des stratégies.

Par récurrence sur la taille de I'arbre (c’est-a-dire le nombre maximum de points sur un
chemin), on démontre que ces stratégies forment un équilibre parfait et que tous les équilibres
parfaits peuvent étre obtenus ainsi.

Remarquons que cette procédure définit un unique équilibre si un joueur n’est jamais
indifférent entre deux fins de partie. Par contre, en cas d’indifférence sur les fins de partie, cette
procédure peut engendrer une multiplicité d’équilibres.

2) Jeux répétés a information compléte

Les jeux répétés constituent un domaine de prédilection de I'’économie. En effet, la plupart
des situations économiques se situent dans un contexte plus ou moins récurrent, sans admettre ni



début ni fin au sens strict. Cette classe de jeux est particulierement simple a définir. Considérons un
jeu simultané a information compléte sous forme normale. Supposons maintenant que ce jeu soit
répété plusieurs fois. A I'issue de chaque étape, les joueurs sont informés des actions prises par les
autres joueurs. Dans ces conditions, chacun d’eux peut faire dépendre I'action utilisée a une étape
donnée des actions observées jusqu’a cette étape. Il en résulte une capacité a mettre en ceuvre des
comportements tres sophistiqués.

Si le jeu est répété de nombreuses fois, ces comportements peuvent étre tellement
complexes qu’une direction d’analyse doit étre privilégiée. La direction habituellement retenue
consiste a s’interroger sur la relation entre répétition d’un jeu et Pareto optimalité des paiements a
I’équilibre. En d’autres termes, la durée de linteraction favorise-t-elle la coopération entre les
joueurs ? En général, la réponse est oui. Mais cette réponse peut dépendre des caractéristiques de
la répétition : est-elle finie ou infinie, avec ou sans taux d’actualisation ? Les résultats obtenus sont
connus sous le nom de « folk theorems », pour illustrer le fait qu’ils étaient plus ou moins bien
connus avant que personne ne se soit vraiment donné la peine de les démontrer.

- La multiplication des équilibres

La répétition d’un jeu génére souvent toute une série d’équilibres de Nash de plus en plus
complexes. Autrement dit, un équilibre de Nash du jeu répété ne consiste pas nécessairement a
répéter les équilibres du jeu de base.

- La crédibilité des représailles

La multiplicité des équilibres est un phénomeéne inévitable dans les jeux répétés. Cette
multiplication est un facteur a la fois positif et négatif. Il est positif : grace a la prise en compte de la
durée de leur relation, les joueurs peuvent coopérer de facon tacite et accroitre leur paiement. Mais
c’est aussi un facteur négatif dans la mesure ou le résultat parait trop facile a obtenir. En effet, la
coopération ne peut étre stable dés lors qu’elle repose sur des menaces de représailles non
crédibles. Une restriction naturelle s'impose. Elle consiste a écarter les stratégies qui spécifient des
actions dominées en dehors de la trajectoire car elles ne constituent pas des menaces crédibles. En
termes techniques, ceci revient a ne retenir que des équilibres parfaits pour lesquels les stratégies
sont en équilibre dans tout sous-jeu. Ainsi, on reprend l'idée déja exposée a propos des jeux a
information parfaite.

On verra que, dans la plupart des jeux, la coopération peut étre stabilisée par des menaces
crédibles. Le concept d’équilibre parfait n’est alors pas trés discriminant.

b) Jeux répétés : définitions

Les notations nécessaires a I'étude des jeux répétés, assez lourdes, requierent I'attention du
lecteur.

Pour définir un jeu répété, il faut tout d’abord préciser si le jeu est répété un nombre fini ou
infini de fois, et si les joueurs actualisent leurs gains en valorisant les paiements présents plus que les
paiements futurs. L’introduction de I’actualisation, naturelle en économie, est une source de
complexité dans les jeux répétés. Nous verrons que les équilibres peuvent étre sensiblement



différents suivant ces caractéristiques. Contrairement aux apparences, les jeux infiniment répétés et
non actualisés sont plus simples a étudier.

Soit G un jeu sous forme normale. Pour simplifier, le lecteur pourra supposer le jeu G fini.
Etant donné T, un nombre entier fini ou infini et §, un réel dans l'intervalle [0,1], on définit le jeu
répét T fois, actualisé par §, comme le jeu sous forme développée suivant, noté G5(T) :

- Jeurépété Gs(T) d’horizon T et de facteur d’actualisation &

- Les joueurs connaissent a chaque étape t, 1 <t < T, les actions prises aux (t — 1) étapes
précédentes que I'on appelle histoire. Une histoire possible h est donc une suite de (t — 1) issues

(x1, ..., xt1) et 'ensemble des histoires possibles a t est Xt~1;

- Les joueurs choisissent une stratégie de G a chaque étapet, 1 <t < T, sur la base de
I’histoire observée. Plus précisément, une stratégie du joueur i définit pour toute histoire possible a
I’étape t I'action prise par i, et cepourtoutt, 1 <t < T. Elle se représente par :

0; = (O-i(l)' ""Ui(t));

Ou 0;(t): Xt~1 - X; spécifie le comportement de i a t en fonction de I'histoire : le joueur i

joue a t I'action g;(t)(h) s’il a observé h ;

- Les stratégies o = (0y, ..., 0,) choisies par les joueurs déterminent par construction une
séquence unique x¢t, t = 1, ..., T d’issues appelé trajectoire et définie par :

x! =0(1),x? = 0(2)(x1),x3 = 6(3)(x1, x?) et ainsi de suite...

- La fonction de paiement de chaque joueur est la moyenne actualisée de ses paiements sur
toutes les étapes : si les stratégies o conduisent a la réalisation des issues x¢, t = 1, ..., T le paiement
du joueuri est égal a:

t=T
8" (x| .
——=——— siTest fini

t=T §T-1
t=1 Li=1

t=s
lim (1 — §) Z Stu;(xY) si T est infini
S—>00
t=1

T est appelé I'horizon du jeu et § son facteur d’actualisation. Ce facteur traduit la plus ou
moins grande préférence pour le présent. Il est parfois intéressant de l'interpréter différemment : le
jeu est a priori répété T fois mais il peut étre interrompu a chaque étape avec une probabilité égale a
(1-9).

c) Les « folk theorems »

Remarque : L’énoncé formel de ces théoréemes nécessiterait I'introduction de nombreux concepts ce qui rendrait
nettement moins accessible leur compréhension. Je vous propose donc de présenter brievement l'intuition
derriere ces résultats trés importants de maniére a ce que vous captiez le message principal.



Reprenons I'exemple du dilemme du prisonnier. Dans ce jeu, il n’y a qu’un seul équilibre de
Nash « agressif » qui donne aux joueurs des paiements faibles. Comme nous I'avons dit tout a
I'heure, il serait plus avantageux pour chacun des joueurs de coopérer et de choisir I'issue
« pacifique » de maniére a dégager des paiements plus importants. Le probléme c’est que ce couple
de stratégies ne constitue pas un équilibre de Nash : les joueurs ont intérét a dévier vers la stratégie
agressive.

L'introduction de répétition des interactions permettrait-elle aux joueurs de pouvoir asseoir
une coopération stable ? Distinguons deux cas : dans le premier, les interactions sont répétées un
nombre fini de fois, dans le second elles le sont indéfiniment. On considérera dans les deux cas que
les paiements sont actualisés (§ €]0,1[).

Un premier folk théoréme nous dit que lorsque les interactions sont répétées un nombre fini
de fois, alors il n’existe pas d’autre équilibre de Nash du jeu répété que celui du jeu constituant G. La
démonstration est triviale : a la derniere étape du jeu, I’équilibre de Nash du jeu constituant sera
nécessairement joué puisqu’il n’existe aucune possibilité de représailles. A I'étape précédente,
anticipant cela, les joueurs cherchent a maximiser leur paiement ce qui conduit encore a I'équilibre
de Nash du jeu constituant puisque coopération ou pas c’est I'’équilibre de Nash qui sera joué a la
derniere étape. Autrement dit, toute forme de coopération n’est pas envisageable a I'avant derniéere
étape du jeu puisque chaque joueur aurait intérét a dévier de I'équilibre coopératif. En remontant
jusqu’a la premiere étape du jeu, en comprend que lorsque les interactions sont finies, alors il
n’existe pas de possibilité de coopération dans un jeu tel que le dilemme du prisonnier.

En revanche, lorsque les interactions sont infinies, ce résultat ne tient plus. Reprenons
I’exemple du dilemme du prisonnier. Supposons qu’avant d’entrer dans leurs cellules respectives, les
deux joueurs se mettent d’accord pour coopérer et choisir la solution pacifique. A la premiére étape
du jeu, les joueurs peuvent soit coopérer soit dévier. La déviation consiste a jouer la stratégie
agressive alors que l'autre joueur coopeére. Celle-ci est attrayante car le joueur déviant recoit un
paiement plus important que celui provenant d’'une coopération bilatérale. Seulement puisque les
interactions sont répétées, une telle déviation peut étre punie au cours des étapes suivantes. Le
joueur « piégé » peut ainsi décider de punir le « traitre », par exemple en refusant toute forme de
coopération future et en jouant la solution « agressive » lors de toutes les étapes suivantes (trigger
strategy). Jinsiste sur le fait qu’une telle menace de représailles doit étre crédible ! Ainsi, un joueur
n’aura intérét a dévier de I'équilibre coopératif que si le bénéfice associé a sa déviation excéde la

perte de paiements liée a la punition qu’il se verrait infligée.

Prenons I'exemple d’une stratégie de punition du type trigger :

Notons x, le paiement associé a une déviation, x,, le paiement associé a une punition et x.
le paiement associé a une coopération. Ona x; = X, = Xp.

Supposons que jusqu’a I’étape t du jeu, les deux joueurs aient choisi de coopérer. A cette

, . . . - . . , &x . -
étape, si un joueur décide de dévier, son paiement actualisé est donné par V¢ = x; + j. S’il choisit
. . . , X N P
de coopérer, son paiement actualisé est donné par V¢ = x,. + 6V¢ < V¢ = TC& ol V¥ représente le

paiement actualisé d’un joueur lorsque aucun des protagonistes n’a dévié au cours des étapes



ox "
X > x, 4+ —L. Cette condition est
1-6 1-6

passées. Ainsi, le joueur continuera a coopérer si V¢ > V4 <

équivalente a

Xg— X
5>d c

T Xqg— Xp
Autrement dit (et c’est ¢a le plus important), lorsque les interactions sont infiniment
répétées, une coopération stable peut constituer un équilibre de Nash du jeu répété a condition que
les joueurs ne soient pas trop impatients, c’est-a-dire qu’ils valorisent suffisamment leurs paiements
futurs. En effet, si tel n’est pas le cas, le bénéfice instantané d’une déviation excédera la perte de
paiements futurs engendré par une cessation de coopération.



