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Introduction 

 

Les méthodes statistiques sont maintenant utilisé dans la plupart des domaines 

scientifiques, il est donc incontournable de savoir les maitriser. 

Ces techniques sont utilisé dans la conception et l’estimation de modèle économétrique, 

les sondages, les enquêtes ou encore les études de marché. A l’issue de la phase de recueil de 

données, la démarche statistique consiste à traiter et interpréter les informations recueillies. 

Elle comporte donc 2 grands aspects, l’aspect descriptif ou exploratoire, et l’aspect référentiel.  

La statistique exploratoire a pour but de synthétiser, de résumer et de structurer 

l’information contenue dans les données, et utilise pour cela une représentation des données 

sous forme de tableau, sous forme de graphique ou d’indicateur numérique. Depuis plus de 40 

ans, les méthodes d’analyse de données ont largement démontré leur efficacité dans l’étude des 

gros volumes de données grâce aux développements de l’informatique. Les méthodes dites 

multidimensionnelles, telles que l’analyse en composante principale (ACP) et l’analyse 

factorielle de correspondance (AFC), permettent la mise en relation de nombreuses variables 

entre elles.  

Ces méthodes multidimensionnelles permettent d’obtenir des représentations 

graphiques qui constituent le meilleur résumé possible de l’information contenu dans de gros 

tableaux de données. Pour cela, le statisticien consent à une perte d’information afin de gagner 

en lisibilité ; il est alors en mesure de faire apparaître les principaux phénomènes qu’il cherche à 

analyser. 

Il est possible de diviser les principales méthodes d’analyse de données en principaux 

groupes : d’une part les méthodes de classification, visant à réduire la taille de l’ensemble des 

individus en groupes homogènes, et d’autres parts, les méthodes factorielles, qui cherchent à 

réduire le nombre de variables en les résumant par un petit nombre de composantes 

synthétiques, et, selon que l’on travaille avec un tableaux de variables qualitatives ou 

quantitatives, on utilisera l’analyse en composante principale (variables quantitatives) ou 

factorielle de correspondance (voire multiples) (variables qualitatives) 

Par conséquent le choix d’une méthode statistique dépend de l’objectif que l’on se fixe 

mais également de la nature des variables, ainsi que du nombre de variables. 
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I. Les différents types de variables 

 

Une variable statistique décrit une caractéristique pour les différents individus pour 

lesquels elle les définit. L’ensemble de ces individus constituent une population. On distingue 2 

types de variables, d’une part les variables qualitatives, d’autre part les variables qualitatives. 

Les variables quantitatives décrivent des quantités tandis que les variables qualitatives 

décrivent … vous ne devinerez jamais …. Si, si, c’est bien des qualités … *facepalm*. 

Par ailleurs des variables quantitatives peuvent être discrètes ou continues.  

 

II. Description d’une variable quantitative 

Une variable quantitative est décrite par les valeurs qu’elle prend pour les   individus. 

Afin de synthétiser l’information donnée par une variable quantitative, les deux indicateurs les 

plus utilisés sont la moyenne et la variance 

  
 

 
∑  

 

   

 

 ( )  
 

 
∑(    ) 
 

   

 

La moyenne est un indicateur de tendance centrale, reflétant l’ordre de grandeur de la 

variable centrale, alors que la variance est un indicateur de dispersion, reflétant l’importance 

des fluctuations de la série autour de la moyenne. Par définition, une variable est centrée si sa 

moyenne est nulle, et réduite sa variance est égale à 1. 

   
    

  
 

III. Description d’une variable qualitative 

 

A. Le tableau disjonctif complet 

Considérons la variable qualitative « couleur des yeux » à trois modalités : bleu, vert, 

marron. 
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Individu Couleur des yeux 
1 Bleu 
2 Vert 
3 Marron 
4 Vert 
5 Bleu 
6 Bleu 

 

Pour chaque modalité, on peut calculer l’effectif ainsi que la fréquence relative. La 

présentation d’une variable qualitative sous sa forme disjonctive complète est celle qui se prête 

le mieux à des calculs statistiques. La forme disjonctive complète est obtenue en définissant une 

variable indicatrice pour chacune des modalités de la variable. Si   est la variable indicatrice de 

la modalité « marron » pour l’individu  ,  sera égale à   si l’individu   a les yeux marrons, sinon 

0. 

  

   

[
 
 
 
 
 
 0 0
0  0
0 0  
0  0
 0 0
 0 0]

 
 
 
 
 

 

La somme des colonnes d’un tableau disjonctif complet   est égale à un vecteur colonne 

de dimension   dont tous les éléments sont égaux à 1. En effet, chaque individu possède une 

modalité et une seule, ce qui signifie que sur une ligne donnée ne figure que des 0, à l’exception 

d’un élément unique égal à  . Le produit matricielle de la transposé de   par   est une matrice 

diagonale dont les éléments correspondent aux effectifs des modalités. 

IV. Relation entre deux variables quantitatives 

Une variable   prenant   valeurs peut être représenté dans un vecteur   , appelé espace des 

variable. Dans cette espace, le produit scalaire usuel entre deux vecteurs   et  , de coordonnées 

respectives : 

  ⃗  

(

 
 

  

…
  

…
  )

 
 
 ,  ⃗  
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…
  

…
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En statistique, le produit scalaire utilisé dans l’espace des variables    est le scalaire suivant : 

    
 

 
∑    

 

 

En effet, ce produit scalaire particulier permet de donner une interprétation géométrique simple 

du coefficient de corrélation linéaire et cette interprétation géométrique est la suivante : Dans 
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l’espace   , le cosinus de l’angle formé entre deux variables centrées est égale au coefficient de 

corrélation entre ces deux variables. 

cos( ,  )   ( ,  ) 

De fait, si le coefficient de corrélation linéaire entre deux variables est égal à 1 alors, les 

deux vecteurs sont colinéaires, c’est-à-dire que les valeurs prises par    et    sont 

proportionnelles et que donc par conséquent, il existe une relation linéaire exacte entre deux 

variables. L’absence de corrélation se traduit par une valeur nulle pour le coefficient de 

corrélation linéaire et donc par un angle droit entre   et  .  

Dans l’espace   , la norme d’une variable quantitative centrée est égale à son écart-type, 

alors que la norme d’une variable qualitative est égale à la racine carrée de la fréquence relative 

de cette modalité 

 

V. Relation entre une variable quantitative expliquée et un ensemble de variables 

quantitatives explicatives 

 

On utilise la régression linéaire multiple. (Abordé en Econométrie) 

 

VI. Relation entre 2 variables qualitatives 

 

A.  Constitution d’un tableau de contingence 

Considérons à présent 2 variables qualitatives ( , couleur des yeux ;   , couleur des 

cheveux). 

Ce tableau indique à la fois une certaine modalité de la première variable qualitative est 

une certaine modalité de la deuxième variable qualitative le tableau de contingence est le 

suivant. 

 ableau de contingence  [
  
2  
2  

]  [
 0  0  0 0 0 0  
0 0 0 0 0   0  0
0  0  0 0 0  0 0

]  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0  
0  
0  
 0
 0
0  
 0
 0
 0
0  ]
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B. Le profil des lignes et les profils des colonnes 

Considérons à présent une population de 90 individus, triés selon deux critères : l’âge et le 

diplôme le plus élevé obtenu 

Tableau de contingence 

 BEPC BAC Licence Total 
+ de 50 ans 15 12 3 30 
Entre 30 et 50 ans 10 18 4 32 
- de 30 ans 15 5 8 28 
Total 40 35 15 90 
 

A partir du tableau de contingence on peut calculer le tableau des fréquences relatives observés 

en divisant chaque terme par  , et on notera    , la fréquence relative des individus possédant à 

la fois la modalité   de la première variable qualitative et la modalité   de la deuxième variable 

qualitative 

Tableaux des fréquences observés : 

 BEPC BAC Licence Total 
+ de 50 ans 15/90 12/90 3/90 30/90 
Entre 30 et 50 ans 10/90 18/90 4/90 32/90 
- de 30 ans 15/90 5/90 8/90 28/90 
Total 40/90 35/90 15/90 1 
 

  . est la fréquence relative de la première variable et  .  est la fréquence relative de la deuxième variable 

Le tableau des profils des lignes indique, pour une modalité   donnée de la première 

variable qualitative, la proportion d’individu possédant une modalité   de la deuxième variable 

qualitative. 

 De façon symétrique le profil des colonnes indique pour une modalité   donnée de la 

deuxième variable qualitative, la proportion d’individu possédant une modalité   de la première 

variable qualitative. 

 

C. Le test d’association du Khi² 

 

Supposons les deux variables qualitatives « diplôme » et « âge » soient indépendantes.  

 BEPC BAC Licence Total 
+ de 50 ans 30*40/90 30*35/90 30*15/90 30 
Entre 30 et 50 ans 32*40/90 32*35/90 32*15/90 32 
- de 30 ans 28*40/90 28*35/90 28*15/90 28 
Total 40 35 15 90 
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Afin de mesurer l’écart à l’indépendance, une distance entre le tableau des effectifs observés et le 

tableau des effectifs théoriques est définie. Cette distance est notée  ². Elle est définie comme 

suit : 

 ²  ∑∑
(     )

 

  

 

   

 

   

 

RDD : 

 Si  calc
    tabulé

(r   )(q   ),    accepté 

 

VII. Tableau de BURT 

 

A partir du TDC de 3 variables qualitatives  ,   et  , on détermine le tableau de BURT B comme 

suit : 

  ( ,  ,  )  ( ,  ,  ) 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0
0 0  
 0 0
0 0  
 0 0
0  0
0  0
0 0  
0  0
 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0  
0  
0  
 0
 0
0  
 0
 0
 0
0  ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0  0
 0 0
 0 0
0  0
 0 0
0 0  
0 0  
0  0
 0 0
 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

Ce qui donne : 

  

[
 
 
 
 
 
 
 [
4 0 0
0  0
0 0  

] [
  
2  
2  

] [
  0
 0 2
 2 0

]

[
 2 2
   

] [
 0
0  

] [
2 2  
   

]

[
   
 0 2
0 2 0

] [
2  
2  
  

] [
 0 0
0  0
0 0 2

]
]
 
 
 
 
 
 
 

 

La diagonale principale du tableau de BURT est constituée par les effectifs des modalités et on 

retrouve donc dans le tableau de BURT tous les tableaux de contingences en prenant les 

variables 2 à 2. Par conséquent, il décrit toutes les relations qui existent, entre les variables 

qualitatives prises 2 à 2. 
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VIII.  ransformation d’une variable quantitative en variable qualitative 

 

Une variable quantitative en une variable qualitative, il suffit pour cela de créer des 

classes, de telle manière que chaque individu appartienne à une classe et une seule. Ainsi, a 

priori, cette transformation semble peu intéressante puisqu’elle occasionne une perte 

d’information : le revenu d’un individu donné sera connu avec moins de précision puisqu’on ne 

connait plus son montant exact mais seulement la classe à laquelle appartient ce revenu, mais à 

partir de deux variables quantitatives découpées en classe, on peut constituer le tableau de 

contingence croisant les classes des deux variables qualitatives ainsi constituées, et ce tableau 

fourni des informations plus intéressantes que le simple calcul du coefficient de corrélation 

linéaire entre les variables quantitatives d’origines, et ceci d’autant plus intéressant que ces 

informations pourront être traitées par une technique d’analyse des tableaux de contingence, ce 

que l’on appelle l’analyse factorielle des tableaux de contingence. 

 

IX. Les distances entre les individus 

 

Considérons le tableau   suivant : à   lignes et   colonnes 

  

[
 
 
 
 
         

     
       

     
         ]

 
 
 
 

 

Un individu décrit par une ligne du tableau   prend   valeurs et peut être représenté par 

un point dans l’espace   . Lorsque cette espace est muni du produit scalaire usuel, lorsque l’on 

considère   et    comme deux individus différents, l’individu   va être décrit comme   

(   …   ) et  
 : (    …    ) , alors la distance entre   et    sera donné par la racine de 

l’expression positive suivante :   ( ,   )  ∑ (        )²
 
   , mais l’espace    peut être muni 

d’un autre produit scalaire, c’est-à-dire qu’il est possible de définir d’autre façon de calculer la 

distance entre 2 points, en particulier, il est possible d’associer à chaque variable    un nombre 

positif    et la distance entre l’individu   et   sera donné par ∑    (        )²
 
   . 

Le choix d’un système de coefficient    n’est pas neutre : la distance entre deux points 

étant une mesure de la ressemblance entre les individus correspondants cette distance doit être 

définie de l’idée que l’on se fait de cette ressemblance entre les deux points. Contrairement à 

l’espace des variables où un produit scalaire particulier s’impose car il permet des 

interprétations géométriques simples des concepts statistiques, dans l’espace des individus, le 

choix d’un produit scalaire (donc d’une distance) est toujours arbitraire. 
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Chapitre I 

L’analyse en composantes principales (ACP)  

 

 

L’analyse en composante principale est sans aucun doute la méthode la plus utilisé et la 

plus connu en analyse de données. C’est à Pearson ( 90 ) et Hotelling ( 9  ) que l’on doit les 

premières publications à ce sujet ; cette technique qui nécessite d’importants calculs 

numériques n’est devenue réellement opérationnel qu’en  960 avec le développement des 

variables informatiques mais grâce aussi aux contributions du français Benzécri, ce qui a donné 

l’analyse des données à la française. 

 

I. But et intérêt de la méthode 

 

La présentation synthétique d’un grand ensemble de données résultant de l’étude de 

plusieurs caractères quantitatifs de population n’est pas chose aisé. 

Les procédés classiques de la statistique descriptive en une dimension nous permettent 

de résumer l’information sur chaque caractère pris isolément. En revanche, ils ne fournissent 

aucune méthode visant à décrire l’information globale dont on dispose quand on considère les 

caractères étudiés dans leur ensemble. Les interrelations entre les caractères et leur effet sur la 

structuration de la population risquent d’abord d’échapper aux praticiens. L’Analyse en 

Composante Principale a pour objet de révéler ces interrelations entre caractères et de proposer 

une description de la population apte à suggérer une structure. 

 

1. A la recherche d’une structure 

 

Un des intérêts majeurs de l’ACP est de fournir une méthode de représentation d’une 

population décrite par un ensemble de caractères quantitatifs afin de : 

- Repérer des groupes d’individus homogènes vis-à-vis de l’ensemble des caractères 

- Révéler des différences entre individus ou groupes d’individus relativement à 

l’ensemble des caractères 

- Mettre en évidence des individus au comportement atypique 

- Réduire l’information qui permet de décrire la position de l’individu dans l’ensemble 

de la population 
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Il faut noter que l’ACP est une méthode essentiellement descriptive préalable à nombres 

d’autres méthodes statistiques. 

 

2. A la recherche des liaisons 

 

Par ailleurs, l’ACP permet de construire des variables statistiques artificielles, en ce sens 

que les valeurs qu’elles prennent sur les individus ne sont pas mesurés mais calculés à partir de 

données que l’on possède, expliquant l’ensemble des variables statistiques pris en compte dans 

l’ACP. Ces variables statistiques artificielles permettent donc une réduction du tableau de 

données brut, puisqu’au prix d’une perte d’information qu’il conviendra de mesurer, il sera 

possible de remplacer l’ensemble des variables statistiques de départ par un nombre, en général, 

beaucoup plus petit de variables statistiques artificielles. 

Finalement, les apports principaux de l’ACP sont de deux types : 

1) C’est l’élaboration d’une ou de plusieurs représentations des individus, nous dirons 

que c’est l’analyse du « nuage d’individus ». Elle permet de rechercher l’existence 

d’une structure dans l’élaboration 

2) C’est la construction de variables statistiques artificielles qui expliquent les variables 

statistiques mesurées sur la population, c’est la phase de l’analyse du nuage des 

variables 

L’ACP est la base de toutes analyses multifactorielles, elle s’applique à des tableaux à 2 

dimensions, croisant d’une part, des individus à des variables. Elles consistent à regrouper des 

variables quantitatives en combinaisons linéaires appelées combinaisons principales ou facteurs 

principaux 

 

II. Données des marges contenues dans l’ACP et notations utilisées 

 

Du point de vue de sa résolution mathématique, la position du problème est simple et est 

la suivante : Elle consiste, à partir de   variables quantitatives quelconques, constituant, un 

repère à   dimensions, à passer à une repère orthonormé à   dimensions. Ces nouvelles 

dimensions sont appelés facteurs, ou axes, ou composantes principales. La résolution de ce 

problème consiste à diagonaliser la matrice des variances/covariances ou la matrice des 

corrélations ; les composantes principales sont constituées de facteurs dont les valeurs propres 

sont les plus importantes (en terme de valeurs) 

 

1. Les données et les notations 
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On suppose que l’on dispose de   variables quantitatives sur   individus. Les valeurs 

sont rangées dans un tableau à   lignes et à   colonnes. 

  

[
 
 
 
 
         

     
       

     
         ]

 
 
 
 

 

La ligne   décrit la valeur prise par l’individu    pour   valeurs alors que la 

colonne   décrit la valeur de la variable    pour   individus. 

Essentiellement pour des raisons pratiques, on centre et on réduit les variables : 

    
      

  
 

   
 

 
∑   

 

   

 

  
  

 

 
∑(      )

 
 

   

 

   

[
 
 
 
 
         

     
       

     
         ]

 
 
 
 

 

Il est alors possible d’écrire la matrice des coefficients de corrélation 

  
 

 
    

  

[
 
 
 
 
         
     Symétrie  
     
 Symétrie    

       ]
 
 
 
 

 

La matrice   résume la structure des dépendances linéaires 

Il est aussi possible de calculer la matrice de dispersion des individus, noté   de 

dimension ( ,  ) et on l’obtient via la relation suivante : 
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2. La démarche retenue de l’ACP 

 

Il s’agit de synthétiser les données contenues dans la matrice  . Pour cela, on va 

construire un petit nombre de variables nouvelles, qu’on notera   ,   , appelées composantes 

principales, permettant de saisir l’essentiel du tableau  . Ainsi, à la première étape, on 

détermine une variable synthétique   , qui sera une combinaison linéaire des variables   . 

      
      

        
    

Cela signifie que la valeur de    pour l’individu   … : 

   
    

       
         

     

Cette première composante principale, ne suffit généralement pas à résumer de façon 

satisfaisante les données du tableau Z. On construire alors une deuxième composante principale, 

puis une troisième, etc… 

De façon générale, à l’étape  , on la composante suivante : 

      
      

        
    

 Les facteurs fournissent un système de poids pour les variables, certains poids   
  sont 

négatifs, d’autres positifs. En fait, ce qui importe ce n’est pas la valeur de chacun de ces poids, 

mais le rapport de ces poids les uns par rapports aux autres ; les facteurs sont donc définis à une 

constante multiplicative près, ce qui nous amène à imposer une contrainte de normalisation 

pour chacun des facteurs : 

 ∑(  
 )

 
   

 

   

 

 

III. La détermination des facteurs et des composantes principales 

 

Comme la régression, l’ACP peut être présenté en 2 espaces : celui des individus et celui 

des variables. 

 

1. Analyse du nuage de points des individus dans le repère des variables 

 

Dans cet espace, les   individus forment un nuage de points et, les variables étant 

centrées, l’origine   est le centre du nuage. 
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L’objet de l’ACP est de décrire de façon synthétique la dispersion du nuage de points. 

A l’étape  , l’ACP détermine l’axe    passant par l’origine, [c’est un] axe le long duquel la 

dispersion est maximale. Cet axe    passe au plus près du nuage de point, c’est-à-dire, tel que la 

moyenne des carrées des distances entre les points et l’axe    est minimale 

 

      ̂ 

 

        

 

 

Soit   , le vecteur directeur normé de   . Alors on peut montrer qu’    est le vecteur 

propre normé associé à la valeur propre la plus élevée de la matrice de corrélation entre les 

variables. Les coordonnées de l’individu   sont les suivantes : 

 (   , … ,    , … ,    ) 

 

          Individu   

 

           

       
  

    

 

La distance entre l’origine et l’individu   se note  ( ,  ) ou la distance entre l’axe    et cet 

individu, notée  ( ,   ) 

Il convient de noter que contraire à la régression linéaire, cette distance est calculée 

perpendiculairement à l’axe     

Par conséquent, la moyenne des carrées des distances pour l’ensemble des points du 

nuage est donnée par l’expression suivante. 

 

 
∑  ( ,  )

 

   

 
 

 
∑(  

 )²

 

   

 
 

 
∑  ( ,   )

 

   

 (Pythagore) 
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La dispersion du nuage expliquée par l’axe   est égale à la variance des   
  

Les composantes principales étant centrées, la variance est égale à : 

 (  
 )  

 

 
∑(  

 )
 

 

   

 

Par conséquent, d’après l’équation précédente, maximiser la variance des composantes 

principales revient à minimiser celle-ci : 

 

 
∑  ( ,   )

 

   

 

Parce que la valeur au carré de la distance entre l’individu i et l’origine est indépendant 

de l’axe    retenu. 

          Individu   

              

           

       
       (  

 )
 
 

    

  ( ,  ) n a pas changé avec le changement      
  

  ( ,   
 )   ( , (  

 )
 
) 

  ( ,   
 )   ( , (  

 )
 
) 

On sait par ailleurs que la variance des composantes principales  

 

 
∑(  

 )
 
 

 

 
(  )      

 

   

 

Et le maximum de cette fonction sous la contrainte (  ) (  )    est atteint 

lorsqu     est le vecteur propre de la matrice  . 

Ainsi, à l’étape  , l’ACP fournit la meilleur représentation unidimensionnelle possible du 

nuage de points, mais l’étape   ne suffit pas à décrire complètement le nuage des   points : la 

dispersion du nuage dans des directions de l’espace orthogonale à    n’est pas décrite à l’étape   

A l’étape 2, on va chercher l’axe, étant orthogonal au premier, qui va être de dispersion 

maximale au premier : L’ACP détermine   , de vecteur directeur normé   , orthogonal à   , 

passant au plus près du nuage de points.  
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Finalement à l’étape  , l’ACP détermine l’axe   , passant par l’origine, de vecteurs 

directeurs normé   , orthogonal aux axes    (   ) des étapes précédentes, selon lequel, la 

dispersion du nuage de points est maximale. 

Cet axe    passe au plus près du nuage de points, c’est-à-dire, est tel que la moyenne des 

carrées des distances entre les   points et l’axe    est minimale. 

Le problème général s’écrit de la manière suivante : 

max
 

 
(  )

 
      sc. (  )

 
       (  )

 
   0,     ,… ,     

Le max de cette fonction est atteint lorsqu’    est le vecteur propre normé de la 

matrice  , associé à sa  ième  valeur propre. 

 

2. Analyse du nuage des points « variables » dans le repère des individus 

 

La présentation alternative de l’ACP est la suivante : 

Disposons d’un ensemble de   variables. L’ACP construit une variable synthétique de ces 

  variables, c’est-à-dire, une variable synthétique la mieux lié linéairement aux   variables. 

A l’étape  , l’ACP détermine    tel que la somme pour l’ensemble des variables des 

coefficients de corrélations linéaires au carré entre les variables est une valeur maximale. Par 

conséquent,   est par conséquent le vecteur propre de   la plus élevé 

max∑  (  ,   )

 

   

 sc.  (  ,   )  0 

A l’étape  , l'ACP détermine la variable synthétique   , résumant le mieux possible les 

variables de départ et non corrélé aux     premières composantes principales 

On peut montrer que le vecteur propre    est associé à la  ième valeur la plus élevé. 

 

3. Les relations entre les 2 analyses 

 

Dans l’espace des individus, à l’étape  , la solution est le facteur   , vecteur propre 

d’ordre   de la matrice  . Dans l’espace des variables, la solution, la composante principale,   ,  

est le  ième vecteur propre de la matrice  . Il est possible de montrer que les 2 solutions sont 

équivalentes et conduisent au même résultat.  
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Dans la mesure où la matrice   est généralement de taille inférieure à la matrice  , on 

préfère mener l’analyse dans le nuage des points individus, et en déduire les valeurs dans le 

nuage des points valeurs. 

 

4. Les valeurs propres 

 

Comme on vient de le voir, les axes factoriels où les composantes principales sont 

associées aux vecteurs propres normés de la matrice   ou de la matrice   selon l’espace dans 

lequel on se situe. Ces vecteurs propres normés sont associés aux valeurs propres des deux 

matrices respectives. Un certain nombre de résultat    sont à connaître. 

- La matrice   et la matrice   ont les mêmes valeurs propres mais comme 

généralement la matrice   est de taille ( ,  ), supérieure à   qui est de taille ( ,  ), la 

matrice   comprend     valeurs propres nulles. 

- La somme des valeurs propres    est égale à la trace de la matrice  , elle-même égale 

à   

 

5. La part de variance ou d’inertie expliquée par un axe factoriel 

 

L’ACP comporte   étapes, et chaque étape fournit un résumé du tableau de 

données   moins intéressant que celui que l’on a obtenu à l’étape précédente. Comment alors 

mesurer la qualité du résumé obtenu à l’étape   ?  

Il est possible de montrer que la part de variance expliquée par un axe factoriel est égale 

à     , avec    étant la  ième valeur propre. Si    a une valeur faible, cela signifie que la variance 

expliquée par l’axe   est faible. Par conséquent, l’information apportée par l’étape   est peu utile 

pour résumer les données de départ.  

La variance expliquée étant décroissante, pour des étapes successives, l’information 

apporté aux étapes supérieures à   est elle aussi peu utile. 

Afin de résumer le tableau de départ, on n’utilisera donc que les résultats des premières 

étapes qui correspondent à des variances expliquées importantes. 

 

IV. Les graphiques et les aides à l’interprétation 

 

L’information pertinente est donc celle donnée par les premières étapes, et il s’agit à 

présent d’analyser simultanément les résultats de ces premières étapes dans l’espace des 
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individus et dans l’espace des variables. Cette analyse est réalisée en établissant des « cartes de 

proximités » entre les individus et des « cartes de corrélations » entre les variables. Ces cartes 

sont obtenues à partir des résultats des premières étapes en considérant les progressions sur 

des plans, définis par les axes factoriels à deux étapes distinctes. 

 

 

                   

           

                 

 

     Changement de base 

 

1. La représentation des individus 

Afin d’analyser les résultats fournies par les différentes étapes de l’ACP, on effectue la 

représentation graphique en projetant chaque individu   sur le plan par les vecteurs propres 

orthonormé  . Les coordonnées des individus dans le nouveau repère :  ( ,  )   ( ,  )  

 ( ,  ) 

Avec : 

   Matrice des coordonnées des individus pour les axes factoriels retenus 

   Matrice des vecteurs propres normés du changement de base 

L’interprétation des résultats, consiste à déterminer les caractéristiques du nuage de 

points, décrites par les composantes principales, c’est-à-dire, repérer quelles particularités des 

individus sont mises en évidence à chaque étape. Lors de l’interprétation, il convient de garder 

constamment à l’esprit que l’on n’est pas en présence du nuage de points initial, mais d’une 

projection de ce nuage et que les erreurs de perspectives peuvent être commises. 

            Individu   

 

 

                           

 

     Individu   
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Ainsi les projections des individus des individus   et   sont proches, alors que les 

individus   et   sont très éloignés dans l’espace. La lecture du graphique est facilitée par le calcul 

de l’aide de deux interprétations que l’on appelle les contributions relatives (CTR) et les 

contributions absolues (CTA). 

 

2. La qualité de représentation d’un point par un axe factoriel 

 

Dans l’espace des individus, on dispose de deux bases orthonormées. Dans la base 

d’origine, les coordonnées de l’individu   sont : (   , … ,    , … ,    ) et dans la 2ième base, les 

coordonnées du même individu sont : (  
 , … ,   

 , … ,   
 
)  

Le carrée de la distance de l’individu   au centre du nuage est égale, dans la première 

base, à : ∑ (   )²
 
    

           

 

      Ici la distance au carré de   à   est : 

       ²   ²    

            

                      

     Donc  ( ,  )  √           

           

     

Dans la deuxième base de la carré de la distance de l’individu   au centre du nuage est 

égale à : ∑ (  
 )²

 
    

Donc nous arrivons finalement à : 

∑(   )
 
 ∑(  

 )²

 

   

 

   

 

 

Un individu est bien représenté sur un axe   si à une valeur importante par rapport à la 

somme carré de    . La qualité de représentation des individus   sur l’axe   est donc représentée 

par l’équation : C R ,  
(  

 )
 

∑ (   )
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Pour un individu donné, la somme de ses contributions relatives pour les   axes est égale 

à 100% 

 

3. Les contributions des individus à la variance expliquée par l’axe factoriel 

 

La contribution absolue (CTA) permet de répondre à la question suivante : Quelles sont 

les individus qui contribuent le plus à l’apparition de l’axe factoriel ? La contribution absolue de 

l’individu   à la variance de l’axe   est : C A ,  
(  

 )
 

   
 

Remarque : Pour un axe donnée, la somme des contributions absolues de tous les 

individus est égale à 100%. Si la contribution absolue d’un individu pour un axe donnée est 

importante, cela signifie que cet individu joue un rôle majeur dans la construction de cet axe, 

rôle qu’il convient d’analyser lors de l’interprétation des résultats. 

 

4. La représentation des variables 

 

Lorsque l’on s’intéresse aux étapes fournies   et  , on représente chaque variable par sa 

projection sur le plan défini par une composante principale d’ordre   et   normées à 1. La 

coordonnée de la variable    pour l’axe   est donnée par le coefficient de corrélation linéaire 

entre cette variable   et la composante  . Ainsi, les coordonnées de    dans la base des 

composantes principales normées est :    ( (  ,  
 ),  (  ,  

 ), … ,  (  ,  
 )). Il s’en suit, 

puisque   est une variable normée, que : 

∑  (  ,  
 )   

 

   

 

Si on ne considère que 2 composantes principales, on a la chose suivante : 

  (  ,  
 )    (  ,  

 )    

        Axe   

                 (  ,  
 )          

      (  ,  
 )      Axe   
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Si le point    est proche du bord du cercle, cela signifie que la variable    est très proche 

du plan défini par les composantes principales   et   puisque les coefficients de corrélations avec 

les autres composantes principales sont alors très faibles. Cela amène au résultat suivant : si les 

deux variables    et   
  sont proche du bord du cercle alors l’angle au centre   entre ces deux 

variables est proche de l’angle que font ces deux variables entre elles dans l’espace des variables 

et, par conséquent, le cosinus de cet angle G est approximativement égale à leur coefficient de 

corrélation linéaire. 

 

            Axe   

    

            

                   

         Axe   

 

 

 

La représentation des variables permet ainsi de saisir les relations linéaires existants 

entre ces variables. En d’autres termes, le cercle des corrélations des axes principaux décrivent 

l’essentiel de la matrice des corrélations entre les variables   

 

5. Le calcul des coefficients de corrélations de variables avec les axes factoriels 

 

Corrélation des variables COR  ( ,  )   
 

 ( ,  )1     ( ,  ) 

Avec :  , la matrice diagonales des valeurs propres (les valeurs propres mises sur la 

diagonales sont placés de la plus faible (ou négative) à la plus forte) 

Et A, la matrice des changements de bases (contient les vecteurs propres normés) 

 

V. Aspect calculatoire de l’ACP 

 

                                                             
1 Note personnel :   étant un opérateur et non gamma, il sera dorénavant remplacé par  , le vrai gamma 
majuscule 
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Dans l’espace des individus     

Pour  passer des matrices de données brutes  ( ,  ) à la matrice des données centrées 

réduites  ( ,  ), on passe par le calcul des moyennes et des écart-types des variables. La matrice 

des corrélations  ( ,  ) est ensuite obtenue par le calcul   
 

 
   . On effectue alors un 

changement de base pour obtenir la diagonalisation de la matrice  ( ,  ). Après un nouveau 

changement de base pour obtenir le déterminant (    )  0, on peut résoudre le calcul des 

valeurs propres par        

On obtient alors la matrice du changement de base  ( ,  ). On calcul alors les 

coordonnées des individus dans le nouveau repère  ( ,  )   ( ,  )   ( ,  ) pouvant 

permettre le calcul des contributions absolues et relatives des individus. On définit alors les 

coordonnées des variables dans le nouveau repère. Le calcul du coefficient de corrélation des 

variables qui permet de définir les contributions absolues et relatives des variables de ce 

nouveau repère. On effectue alors la représentation graphique des individus dans le nouveau 

repère et celle des variables dans le nouveau repère aussi, mais pas simultanément dans le 

même graphique. On peut alors finalement interpréter les résultats après cela. 

  

VI. Aspect interprétatif de l’ACP 

 

Les variables (ou les données) sont-elles factorisables ? Les données forme t’elles un 

ensemble suffisamment cohérent pour qu’il soit raisonnable d’y chercher des dimensions 

communes, qui aient un sens, et ne soit pas des artefacts statistiques ? 

L’examen préalable des données peut s’appuyer soit sur une récurrence théorique, soit 

sur des analyses empiriques, ces dernières peuvent être relativement informelles, comme par 

exemple l’examen de la matrice des corrélations.  

 

A. Combien d’axes factoriels faut-il retenir ? 

 

La procédure de résolution précédente permet d’identifier les axes factoriels et de 

calculer la variance ou l’inertie qui leur est associée. La question qui se pose alors à l’analyste est 

alors la suivante : combien d’axes dois-je retenir pour l’interprétation des résultats. 

 

 Règle de restitution minimale 

Dans ce cas, on se fixe à l’avance un seuil correspondant au pourcentage minimum de 

variance ou d’inertie que l’on veut restituer, et on retiendra le nombre d’axes factoriels 

nécessaire pour atteindre ce seuil. L’inertie expliquée (IE) par les deux premiers axes factoriels 
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  ,    est égale à la somme des valeurs propres       sur la somme des valeurs propres 

total ∑   
 
     . Si cette quantité est suffisamment proche de 1, seuls les deux premiers 

facteurs seront considérés, sinon le 3ème est introduit dans l’analyse jusqu’à ce qu’on atteigne un 

certain seuil. 

 

 Règle basée sur l’information restituée par chaque facteur 

On retient tous les axes factoriels qui restituent nettement plus d’informations que les 

variables prises isolément. 

 

 Règle basée sur l’examen de la courbe des valeurs propres 

La variance restituée par chaque facteur va en diminuant. La règle d’arrêt consiste à 

chercher « quel est, dans une analyse marginale, le premier des facteurs dont l’élimination 

conduit à une perte d’information minimale ? ». 

Pour cela il suffit de porter sur un graphique en abscisse, le numéro de l’axe factoriel, et 

en ordonnée, le pourcentage d’inertie qu’il restitue, et d’éliminer les facteurs situés après un 

changement de concavité de la courbe. 

 

       % d’IE 

 90% 

 40% 

 20% 

 10% 

  1 2 3 4 5 Numéro des Variables Explicatives 

% d’Inertie Explicative = Pouvoir explicatif 

 

B. L’interprétation des axes factoriels 

 

Il est généralement important de pouvoir interpréter les axes factoriels. En effet, ces 

variables composites peuvent être considérées comme des dimensions latentes du problème. 

Par conséquent, les décrire revient à pouvoir les comprendre, et pour interpréter les axes 

factoriels, il est nécessaire de revenir aux variables initiales. On réitère l’analyse pour les 
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individus. On peut alors, à l’aide de représentation graphique des variables et individus, on peut 

alors structurer, synthétiser les données contenus dans  . 

 

Un exemple est disponible sur l’EN  
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Chapitre II 

Analyse factorielle des correspondances  

 

 L’analyse factorielle de correspondance (ou AFC) est une technique mise au point par 

l’équipe de recherche de Benzécri, pour mettre au point des correspondance, c’est-à-dire des 

liaisons entre deux ensembles de caractères. Comme l’ACP, l’AFC a pour but de décrire sous 

forme graphique, le maximum d’information contenu dans un tableau de données. Ce tableau 

doit être constitué de données provenant de mesures effectuées sur deux ensembles de 

caractères, disposées l’un en lignes et l’autre en colonnes. 

Du point de vue mathématique, l’AFC est équivalente à une ACP, utilisant une métrique 

spéciale, la métrique du Khi deux. 

 

I. Présentation générale 

 

L’objectif général est le même que celui qui présidait dans l’ACP, à savoir résumer et 

structurer de façon optimal l’information contenue dans un tableau de chiffre. Précisons que 

l’AFC est une technique adaptée lorsque l’on cherche à établir les liaisons qui existent entre 2 

caractères qualitatives. 

Les données peuvent se présenter sous deux formes équivalentes : 

- Sous la forme de 2 tableaux disjonctifs complets    et    

Chacun de ces 2 tableaux décrivant les modalités d’une variable qualitative 

- Sous la forme d’un tableau de contingence   
    

 

Le nombre de colonnes de   , c’est-à-dire le nombre de modalités de la première 

variable qualitative, est   . Le nombre de colonnes de    est   . Chaque ligne correspondant 

à   individus. Par convention on supposera que le nombre de modalités de la deuxième variable 

est strictement supérieur au nombre de modalités de la première variable. 

Le tableau de contingence est évidemment plus maniable, en pratique, que les tableaux 

de disjonctifs complet, surtout si le nombre d’individus est grand.  

Il est fondamental de noter dès à présent qu’il existe deux différences majeurs entre 

l’ACP et l’AFC. 

- La métrique utilisée en AFC pour définir la proximité entre 2 lignes ou 2 colonnes est 

la métrique du Khi deux, alors que l’on utilise la distance euclidienne en ACP. 
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- Au lieu de fournir deux graphiques indépendants, l’un pour les variables et l’autre 

pour les individus, l’AFC autorise une représentation superposée des lignes et des 

colonnes du tableau 

 

II. La démarche retenue dans l’AFC 

 

L’Analyse Factorielle des Composantes peut être présentée comme étant la juxtaposition 

de deux ACP, l’une portant sur le profil des lignes du tableau de contingence et l’autre sur le 

profil des colonnes du tableau de contingence. 

 

1. L’ACP des profils lignes de la première variable qualitative 

 

Soit    , le tableau à    lignes et    colonnes des fréquences relatives des deux variables 

qualitatives, nous avons : 

 

    [
   
         

   
] 

On appelle     la matrice diagonale des fréquences relatives des lignes 

   

[
 
 
 
 
  . 0 0 0 0
0  0 0 0
0 0   . 0 0
0 0 0  0
0 0 0 0    

.]
 
 
 
 

 

 

Le tableau des profils des lignes  (   )
       

L’élément situé à l’intersection de la ligne   et de la colonne   de ce tableau des profils de … 

(ENT) 

 

 

Chaque ligne de ce tableau (produit matricielle) peut être représentée par un point dans 

l’espace     
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La distance retenue ici pour calculer les proximités entre les   . est la distance du Khi 

deux. Cette distance entre deux individus   et    est donnée par la racine carrée positive de la 

quantité suivante : 

  ( ,   )  ∑
 

 . 
(
   

  .
 

    

  .
 )

   

   

 

Ainsi deux modalités de la première variable qualitative sont proches si le profil des 

lignes différentes sont proches. La différence entre cette distance et la distance usuelle 

(euclidienne) est que chaque modalité de la seconde variable qualitative a pour poids l’inverse 

de sa fréquence relative. Ceci afin de ne pas donner une importance trop grande dans le calcul de 

la distance au modalité dont les fréquences sont élevées. 

La distance du Khi deux possède en outre une propriété intéressante, le principe 

d’équivalence distributionnelle : le calcul des distances entre le profil des lignes n’est pas 

modifié, le résultat n’est donc pas modifié si l’on allège deux colonnes   et    possédant le même 

profil. L’ACP permet de décrire ce nuage de    points et de dire que l’AFC est l’ACP du tableau 

des profils de la première variable qualitative, les lignes étant les individus et les colonnes, les 

variables. 

Il est possible de montrer que les composantes principales de ce nuage de points 

pondérés sont les vecteurs propres successifs associés aux valeurs propres de la matrice 

suivante : 

(   )
       (   )

       

 

2. L’ACP des profils colonnes de la deuxième variable qualitative 

 

L’ACP des profils colonnes de la deuxième variable qualitative repose sur le même 

principe que l’ACP des profils ligne de la première variable qualitative. Il suffit de permuter des 

indices   et  . Les individus sont alors les profils colonnes de la deuxième variable qualitative et 

les lignes du tableau constituent les variables. 

    

 . 
 

 

…  
   

 . 
 

…  
    

 . 
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Le distances entre deux individus   et    est la racine carré positive de 

l’opération suivante : 

  ( ,   )  ∑
 

  .
(
   

 . 
 

    

 .  
)

   

   

 

 

Le tableau des profils colonnes s’obtient de la manière suivante : 

    (   )
   

Finalement, on peut dire que l’AFC est l’ACP du tableau des profils de la seconde variable 

qualitative, les lignes étant les variables et les colonnes les individus. Cette ACP est effectuée en 

utilisant une distance particulière, la distance du Khi deux. Les composantes principales sont les 

vecteurs propres   
  de la matrice suivante : 

(   )
       (   )

       

 

III. Les représentations graphiques et les aides à l’interprétation 

 

1. La représentation des modalités 

 

Pour chacune des deux ACP, constituant en fait l’AFC, on obtient une représentation des 

individus-modalités, qui font l’objet de l’analyse. Ainsi pour les résultats des états   et  , on 

utilise : 

- La représentation graphique croisant   
  et   

 , afin de décrire les proximités entre les 

modalités de la première variable qualitative 

- La représentation graphique croisant   
  et   

 , afin de décrire les proximités entre les 

modalités de la deuxième variable qualitative 

Ces deux représentations graphiques ne sont pas indépendantes puisqu’il existe un effet 

entre les composantes principales une même étape entre les relations suivantes : 

(   )
        

   (  
 ,   

 )  
  

De la même façon que : 

(   )
        

   (  
 ,   

 )  
  

Sur les graphique, la modalité   de la première variable qualitative est le barycentre 

(centre de gravité), à un coefficient multiplicatif près, de la deuxième variable qualitative, et la 

modalité   de la deuxième variable qualitative est le barycentre de la première variable 
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qualitative. Pour utiliser pleinement cette double relation barycentrique, on superpose les 

graphiques des deux ACP. Ainsi pour les étapes   et  , on obtient une graphique 

comportant       individus. Les coordonnées sont données par   
  et   

  pour les modalités 

de la première variable qualitative et   
  et   

  pour les modalités de la deuxième variable 

qualitative. 

 

Remarque : La proximité sur le graphique entre une modalité de la première variable 

qualitative et une modalité de la deuxième variable qualitative ne doit cependant pas être 

interpréter trop hâtivement. Elle n’a pas de signification dans la mesure où aucune distance n’est 

définie entre ligne et une colonne du tableau de contingence. 

 

La double relation barycentrique dit que les modalités d’une variable sont attirées par 

les modalités de l’autre variable qualitative pour lesquelles ils possèdent une fréquence relative 

élevée. 

 

2. Les aides à l’interprétation 

 

 Les contributions (absolues) des modalités à la variance (inertie) de l’axe factoriel 

La contribution de la modalité   de la 1ère variable qualitative de la variance de l’axe 

factoriel   est égale à : 

C A ,  
  .(   

 ) 

  (  
 ,   

 )
 

Pour la contribution de la modalité   de la 2ème variable qualitative de la variance de l’axe 

factoriel   est égale à : 

C A ,  
 . (   

 )
 

  (  
 ,   

 )
 

Pour chacune des deux variables qualitatives, la somme des contributions absolues est 

égale à  00%, par ailleurs, les modalités contribuant fortement à la variance (inertie) d’une 

composante principale explique cette même composante principale 

 

 La qualité de représentation des modalités 
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La qualité de représentation de la modalité   sur l’axe factoriel   est donnée par le 

cosinus carré de l’angle formé entre le point et l’axe factoriel en question, soit : 

C R ,  
(   

 ) 

∑
 
 . 

(
   
  .

 . )
 

 
   

 

De la même façon, la qualité de représentation de la modalité   sur l’axe factoriel   est 

donnée par le cosinus carré de l’angle formé entre le point et l’axe factoriel en question, soit :  

C R ,  
(   

 )
 

∑
 
  .

(
   
 . 

  .)
 

 
   

 

 

IV. L’AFC : exemple calculatoire 

 

 BEPC BAC Licence Total 
+ de 50 ans 15 12 3 30 
Entre 30 et 50 ans 10 18 4 32 
- de 30 ans 15 5 8 28 
Total 40 35 15 90 
 

    

[
 
 
 
 
  

  
0 0

0
  

  
0

0 0
  

  ]
 
 
 
 

,     

[
 
 
 
 
  

  
0 0

0
  

  
0

0 0
  

  ]
 
 
 
 

,     

[
 
 
 
 
  

  

  

  

 

  
  

  

  

  

 

  
  

  

 

  

 

  ]
 
 
 
 

  

 (   )
       

[
 
 
 
 
  

  

  

  

 

  
  

  

  

  

 

  
  

  

 

  

 

  ]
 
 
 
 

  

     (   )
   

[
 
 
 
 
  

  

  

  

 

  
  

  

  

  

 

  
  

  

 

  

 

  ]
 
 
 
 

  

 

Afin d’obtenir les composantes principales de  ère ACP, il faut diagonaliser la matrice du 

produit de la matrices des profils des lignes par la transposé de la matrice des profils des 

colonnes, soit la matrice suivante : 

(   )
       (   )

       (   )
       (   )

   (   )
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   [
0. 4 0.   0.29 
0.   0.400 0.26 
0. 20 0. 0 0.  9

] 

Sur la matrice précédente  , on réalise une ACP. Pour déterminer les coordonnées des 

modalités de la seconde variable qualitative, on diagonalise la matrice suivante : 

(   )
       (   )

       (   )
   (   )  (   )

         

   [
0.466 0.   0.  6
0.409 0.4 2 0.  9
0.469 0. 2 0.206

] 

Les valeurs propres des matrices précédentes sont : 

- 1, qui est une valeur propre inutile 

- 0.1092 

- 0.0149 

Les pourcentages de la variable expliquée sont donc :  

 Pour le premier axe factoriel : 
 .    

 .      .    
   % 

 Pour le second axe factoriel : 
 .    

 .      .    
  2% 
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Chapitre III 

L’analyse factorielle discriminante (AFD)  

 

 On observe des individus qui sont caractérisé par une variable qualitative, mise en 

relations avec des variables quantitatives. Il s’agit donc de relier l’appartenance d’un individu à 

une classe donnée en fonction des valeurs prises par cet individu pour les variables 

quantitatives retenues dans notre problème. 

De manière plus générale, l’AFD est une technique statistique qui vise à décrire, 

expliquer et prédire l’appartenance à des groupes prédéfinis d’un ensemble d’observations à 

partir d’une série de variables explicatives quantitatives.  

L’AFD est utilisée dans de très nombreux domaines, en médecine par exemple, pour 

déterminer des groupes d’individus à haut risque cardiaque, à partir de caractéristiques tel que 

l’alimentation, la pression cardiaque, l’obésité. Dans le domaine bancaire, on utilise l’AFD 

lorsqu’on souhaite évaluer la fiabilité d’un demandeur de crédit, à partir de ses revenus, du 

nombre de personnes à charge ou encore des encours de crédit qu’ils détiennent. En biologie, 

lorsque l’on veut affecter un objet à sa famille, à partir de ses caractéristiques physiques, et c’est 

d’ailleurs en biologie que la méthode à vue le jour : c’est Sir Ronald Fisher qui a inventé la 

méthode pour classer les iris (plantes). 

L’AFD est une technique connue et reconnue. Elle est décrite à peu près de manière 

identique par les différentes communautés du traitement de données et est utilisé en analyse de 

données, en reconnaissance de formes, en fouille de données. 

On distingue généralement 2 grandes approches dans l’analyse factorielle discriminante : 

- L’AFD peut être descriptive 

On parle alors dans ce cas d’analyse descriptive discriminante. L’objectif est alors de 

proposer un nouveau système de représentation à partir d’une combinaison linéaire 

de variables initiales qui permettent de discerner le plus possible les groupes 

d’individus. En ce sens, elle se rapproche de l’analyse factorielle car elle permet de 

proposer une représentation graphique dans un espace, plus particulièrement de 

l’ACP, calculée sur les centres de gravité conditionnels du nuage de points avec une 

métrique particulière. 
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 Entreprises saines :   

 Entreprises défaillantes :   

 

- L’AFD peut être prédictive 

Il s’agit dans ce cas de construire une fonction de classement, que l’on appelle aussi 

« règles d’affectations » qui permettent de prédire le groupe d’appartenance d’un 

individu, à partir des valeurs prises par une variable explicative. Elle repose sur un 

cadre probabiliste et débouche alors sur ce qu’il est convenu d’appeler « l’analyse 

discriminante linéaire ». Cette technique est très séduisante par la pratique dans la 

mesure où la fonction de classement s’exprime comme une combinaison linéaire des 

variables initiales, facile à analyser et à interpréter. Cette technique est souvent 

combinée avec la régression logistique. 

 

 La distinction entre ces deux approches n’est pas aussi tranchée et il est, par exemple, 

possible de dériver des règles géométriques d’affectation à partir de l’AFD. 

Choix de l’appartenance :  

 

                   

                

 

 

   Entreprise, le choix ne semble pas si évident que ça, du fait de la proximité du point du bord 

du cercle du groupe 1 et son rapprochement au centre de gravité du cercle du groupe 2 
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I. Données, notations utilisées et démarche retenue en AFD 

 

A. Les données 

 

La première série indique les valeurs prises par   individus pour    variables 

quantitatives. Ces individus forment les   lignes d’un tableau    dont les    variables sont les 

colonnes. On suppose par ailleurs que chacune des variables sont centrées. La seconde série de 

variables décrit l’appartenance des   individus à une des    modalités d’une variable 

qualitative. Cette seconde série de données est constitué de   lignes et    colonnes. 

On note par ailleurs    le nombre d’individus du groupe  . Les groupes y sont définis par 

rapport à la variable qualitative. On note par ailleurs    la matrice diagonale dont l’élément 

d’ordre   est le nombre d’individus du groupe  . 

On va noter également   la matrice de dimension   ,    dont la ligne   est constituée 

par les coordonnées du centre de gravité du groupe  . Il s’agit de l’inverse de la diagonale des 

effectif, multiplié par la transposé de    et dont le produit est à nouveau multiplié par   . 

 

B. Exemple illustratif 

 

    2 

 

 

      

 

 

                 

 

Les axes sont constitués par les variables quantitatives et les individus du premier 

groupe sont représentés par la couleur rouge et les autres par la couleur bleue. Existe-il une 

combinaison linéaire des variables initiales qui distribue les individus. L’axe   discrimine sans 

ambigüité entre les deux groupes. Si on projette orthogonalement les individus sur cet axe, les 
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individus ayant une coordonnée positive sur l’axe appartiennent au groupe « bleue »et les autres 

au groupe « rouge ». 

Il est donc possible de déterminer l’appartenant d’un individu donné à une classe à partir 

de la valeur prise par cet individu pour la combinaison linéaire des variables de départ. 

Le problème de l’analyse factorielle discriminante est la construction d’une ou de 

plusieurs combinaison de variables permettant de discriminer entre les groupes et ces 

combinaisons linéaires sont appelés « variables discriminantes » 

 

C. Variances intra-classes et variances inter-classes 

 

Soit   , la première variable discriminante      , expression dans laquelle    est un 

vecteur colonne à    lignes, désigne le premier facteur discriminant. La variable 

discriminante    est définie pour chacun des individus et   
  désigne la valeur que prend   pour 

l’individu  . 

On va noter   , la valeur moyenne des   
  pour les individus appartenant au groupe  . Il 

est alors possible de définir trois types de variance : 

- La variance totale :   
  

 

 
∑ (  

 )
  

     

La variance intra-classe d’une classe :    
  

 

  
∑ (  

    

 
)
 

     

- La variance intra-classe :   
  

Somme des variances intra classes des    classes. Le poids de chacun des classes 

étant la fréquence relative de la classe. 

∑
  

 
 

 

  
∑ (  

    

 
)
 

   
  
    

 

 
∑ ∑ (  

    

 
)
 

   
  
     

- La variance inter-classe :   
  

Variance des valeurs moyennes des classes. Chacune de ces moyennes étant affectées 

de la fréquence relative de la classe correspondante. 

∑
  

 
∑ (  

 
)
 

   
  
     

 

Il existe une relation entre ces variances : La variance totale est égale à la variance intra-

classe + la variance inter-classe (cf.  ableau de l’ANO A, fin du cours de Stat   ou cours d’Intro à 

l’économétrie). 
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D. Le pouvoir discriminant d’une variable 

 

Pour une valeur de la variance totale donnée, une variable discrimine d’autant mieux 

entre les groupes que pour cette variable ; les individus appartenant à un groupe ont des valeurs 

aussi proches que possible, c’est-à-dire que la variance intra-classe est aussi faible que possible, 

ou, ce qui es équivalent, que les moyennes des différents groupes soit les plus différentes 

possibles, autrement dit, que la variance inter-classe soit la plus forte possible. 

C’est la raison pour laquelle il est possible de mesurer la capacité d’une variable à 

discriminer entre les groupes, en calculant son pouvoir discriminant de la manière suivante : le 

pouvoir discriminant d’une variable est le rapport de la variance inter-classe à la variance totale 

  
 

  
  

D’après la relation liant les trois types de variance, il est facile de voir que le pouvoir 

discriminant d’une variance est compris entre 0 et  . Lorsqu’il est égal à 0, c’est-à-dire que la 

variance intra-classe est maximale, et, au contraire, lorsque ce rapport est égal à 1, la variance 

intra-classe est minimale et le pouvoir discriminant est très fort (les comportements sont 

extrêmement différents entre les groupes). 

 

E. Le critère discriminant 

 

Le but de l’analyse factorielle discriminante, dans une première étape, est de déterminer 

la variable synthétique ayant un pouvoir discriminant maximal. La variable discriminante 

  , ayant un pouvoir discriminant maximal, s’écrit    
 .    étant le vecteur propre de la 

matrice (  
   )

  , ou      , associé à sa valeur propre maximale   . La pouvoir discriminant de 

   est égale à   . La recherche de l’axe discriminant se poursuit au-delà de l’étape  , il s’agit 

alors de déterminer une variable discriminante    égale à     
 , dont le pouvoir discriminant 

est maximal, et qui complète l’information obtenue à l’étape  . Les valeurs prises par    pour 

les   individus doivent être non-corrélées avec des valeurs prises par   . La contrainte prise est 

la suivante : (  )   
    0 et ainsi de suite jusqu’à l’étape  . 

 

F. Le nombre maximal d’étapes 

 

La somme des colonnes du tableau    est égale au vecteur    de dimension   dont 

toutes les coordonnées sont égales à 1. Ce vecteur    est orthogonal à toutes les colonnes 

du   , puisque ces colonnes décrivent des variables centrées. Par conséquent, l’analyse 
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factorielle discriminante comporte un nombre maximal d’étapes, égale au minimum 

de (  ,    ). 

 

G. L’analyse factorielle discriminante (AFD) est une analyse en composante principale 

(ACP) particulière 

 

L’AFD est l’ACP du tableau   lorsque l’espace des individus est muni de la métrique de 

Mahalanobis : (
 

 
(  

   ))
  

. Il est alors possible de montrer que les composantes principales du 

tableau   sont les vecteurs propres successifs de la matrice suivante :  ((  
 )  )

 
     

 

 

II. Les représentations graphiques en analyse factorielle discriminante 

 

A. La représentation des individus 

 

Afin de représenter les individus, il est nécessaire de croiser 2 variables discriminante, 

obtenu à deux étapes différentes   et  . On représente sur le graphique des individus 

les   individus et les    centres de groupes. 

         

 

                
        

 

       
             

 

 

 

 

B. La représentation des variables 
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Les variables discriminantes sont non corrélées 2 à 2. Il est donc légitime de représenter 

les variables du tableau    par leur corrélation avec ces variables discriminantes dans un cercle 

de corrélation. 

            

 

                (  ,   )        

                 

            (  ,   ) 

 

 

 

 

III. Une représentation de l’analyse factorielle discriminante 

 

A. Présentation du problème 

Voir diapo. 

B.  ? 

 

C. Le classement d’individus supplémentaires 

 

Comment affecter un individu supplémentaire, c’est-à-dire ne figurant pas dans les 

données de départ à un groupe ou une classe de la variable qualitative   , à partir des valeurs 

que cet individu prend pour les variables de    ? La réponse à cette question est plus complexe 

qu’il n’y parait et ne sera qu’effleurer dans le cadre de ce cours. 

La solution la plus simple, a priori, consiste à affecter cet individu au groupe dont le 

centre de gravité est le plus proche de l’individu, après avoir testé cette règle d’affectation sur les 

individus de départ. C’est cette méthodologie que nous avons utilisé dans l’exemple 

(interprétatif) précédent (cf. diapo) et plus de 86% des individus étaient bien classés, mais le 

pourcentage d’individus bien classés n’est pas nécessairement le critère déterminant pour juger 

de la pertinence de la règle d’affectation. Ainsi le coût des erreurs de classement peut différer 

notablement d’un groupe à l’autre : si un organisme de crédit classe comme insolvable un client 

fiable, il perd un client potentiel, mais s’il classe comme fiable un client qui s’avère incapable de 

rembourser un emprunt, les pertes sont beaucoup plus importantes.  
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Chapitre IV 

Les méthodes de classification automatique  

 

 Les méthodes de classification automatique constituent le deuxième volet de l’Analyse de 

Données. Dans la pratique du travail statistique, la mise au point et l’utilisation des 

classifications sont à la fois des opérations fondamentales et difficiles. Fondamentale, dans la 

mesure où classifier ou procéder à une classification est bien l’une des activités les plus 

naturelles qu’il soit. Il s’agit en effet tout simplement de mettre ensemble des objets, des 

personnes, dont on estime qu’ils possèdent une certaine ressemblance. Difficile, car un problème 

surgit rapidement : si le terme « mettre ensemble » est en effet simple à comprendre et à mettre 

œuvre, il n’en est pas de même lorsqu’il s’agit d’estimer la ressemblance de deux objets à classer. 

Comment, à partir des nombreuses caractéristiques des objets à classer, peut-on constituer des 

classes d’objets semblables ? On peut d’ores et déjà imaginer que la question posée n’aura pas de 

réponse unique, standard et toutes faites.  

La classification (ou clustering) est donc une méthode mathématique de classification 

des données. Afin de faciliter l’étude d’une population d’effectifs importants, on les regroupe en 

plusieurs classes, de telle sorte que les individus d’une même classe soit les plus semblables 

possibles et que les classes soient les plus distinctes possibles. Il est essentiel de bien cerner ce 

qui distingue la classification automatique de la classification de l’analyse factorielle 

discriminante : en AFD, les groupes sont a priori connus, ils servent alors à définir une équation 

permettant de classer une nouvelle observation dont le groupe est inconnu ; en classification 

automatique, il n’y a pas de groupes à priori, la méthode cherchent alors dans le nuage de points 

les zones denses qui formeront les groupes qu’il conviendra d’interpréter par la suite. 

 

I. Les différentes méthodes de classification 

 

Trois éléments permettent de définir les différentes méthodes. 

1) La classification procède séquentiellement en regroupant les observations les plus 

semblables en premier lieu, ou alors elle regroupe en   groupes toutes les observations 

simultanément. 

2) Le critère de ressemblance entre 2 observations. 

3) Le critère de ressemblance entre 2 groupes, ou entre une observation et un groupe.  
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A. Les méthodes hiérarchiques  

Historiquement elles furent les premières développées principalement en raison de la 
simplicité des calculs. Et l’avènement de l’informatique leur a fait perdre une certaine popularité 
au profit des méthodes non hiérarchiques. Toutefois dans certains domaines, elles demeurent 
d’utilisation courante en raison de leur capacité à organiser les ressemblances suivant une 
hiérarchie.  

 

B. Les méthodes non hiérarchiques  

Dites de classification simultanée, elles ressemblent à ce qu’on a vu (ACP), leur essor est 

relié à la possibilité de faire à très faible coût de grande quantité de calcul.  L’idée sous-jacente 

consiste à rechercher les zones denses des nuages d’observations.  

 

II. Indice de dissimilarité (définition et illustration)  

 

Dans la mesure où on cherche à mettre ensemble des éléments qui se ressemblent le plus 

il est indispensable de disposer d’un outil mathématique qui nous permette de modéliser cette 

ressemblance. 

 

A. Indice de dissimilarité : définition  

Considérons l’ensemble un ensemble   de   objets ou d’individus à classer, caractérisé par p 

descripteurs. 

Une dissimilarité ( ) est une application :   :   x       

Tel que, premièrement, la dissimilarité : 

-  ( ,  )    0   quelque soit   appartenant à   

-  ( ,  ’)   ( ’,  ) quelque soit  ,  ’ appartenant à   x   

 

B. Indice de dissimilarité  entre individus  

 

 Pour regrouper les individus qui se ressemblent et au contrario séparé ceux qui ne se 

ressemblent pas il faut donc établir un critère de ressemblance. Pour cela on examine l’ensemble 

des informations dont on dispose concernant les individus pour l’ ème individu et on imagine que 

chaque individu est représenté par un point    (  ,   ,   , … ) 
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 On utilise la plupart du temps comme indice de dissimilarité entre les individus la distance 

euclidienne, défini dans le cas où il n’y a que 2 descripteurs.  

 (  ,    )   √(      )  (     
 )

 
 

 (  ,    )   |      |  (     
 ) 

max (  ,    )   {|      |  |     
 |} 

 

C. Stratégie d’agrégation entre classes 

Comment faire ces agrégations ?  

Supposons un nuage de point soit composé de n points 

   {  ,    … .  } 

  ,   ,    …     Nuages de points 

Notons   ,   ,    les centres de gravités 

Notons par ailleurs   ,   ,    les poids respectifs de chaque classe que l’on définit de la 

façon suivante : si l’on suppose que tous les individus ont le même poids =  
 

 
 alors le poids    de 

la classe    sera égal à l’effectif de   diviser   (?) 

De cette manière la somme des poids de toutes les classes = 1. Le centre de gravité de   d’un 

nuage de points Gamma est le poids moyen du nuage.  

Afin de mesurer la proximité ou l’écart entre 2 classes, Il existe de nombreuse façon de 

procéder. On peut par ex calculer la quantité suivante :  

Min{ (  ,   ),      ,     } 

 

Cette distance est appelée distance du plus proche voisin, mais on peut également utiliser 

simplement la distance des centres de gravités.  

 (  ,   )   √( ̅   ̅ )  ( ̅   ̅ )   

Néanmoins la mesure que l’on utilise le plus souvent est appelée écart de Ward.  

 (  ,   )   
(      )

(      )
  (  ;   )

  

Expression dans laquelle    et    désigne les poids respectifs de classes et  (  ;   )
 = carré de 

la distance euclidienne entre les centres de gravités des 2 classes.   
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III. Classification ascendante hiérarchique 

Pour classifier une population d’effectif n dans les individus sont numérotés de   à n on 

considère cette population comme la réunion de n classes à 1 seul élément et on regroupe 

progressivement les classes 2 à 2 selon l’algorithme suivant.  

- Etape 1 : consiste à calculer la matrice des distances entre les individus.  

- Etape 2 : On remplace les 2 individus de distance minimale par une classe à 2 éléments 

numérotée n  . On calcule la perte d’inertie interclasse due au regroupement précédent 

et on peut montrer qu’il s’agit de l’écart de Ward des 2 individus regroupés.  

- Etape 3 : après ces 3 étapes la population compte encore (n-1) classes.  

 

On peut ensuite recommencer à l’étape   en replaçant le terme individu par classe, on 

construit alors un arbre que l’on appelle dendrogramme : On aligne sur l’axe horizontal des 

points représentants des individus et on les joint 2 à 2 en suivant l’algorithme de classification 

hiérarchique ascendante. On poursuit ainsi jusqu’au regroupement de tous les individus.  

 

IV. Classification automatique pas la méthode des centres mobiles 

 

Elle s’applique lorsqu’on sait à l’avance combien de classe on veut obtenir : appelons   ce 

nombre, l’algorithme est le suivant : 

 Etape initiale : pour initialiser l’algorithme on tire au hasard k individus appartenant  à la 

population, c’est ce qu’on appelle   (0)   (0) …  (0) 

 Etape 1 : On regroupe les individus autour de ces k centres  de façon à former k classes 

qu’on va noter : 

  (0),   (0),   (0)…  (0) 

Chaque classe   (0) est constituée de point plus proches plus proche du centre Cl(0) que des  

 Etape 2 : calcul des centres de gravité (  ,   ,   ,   ) et on désigne ces points comme 

nouveaux centres     ( ),   ( ) … ,   ( ) 

 

On répète alors les étapes   et 2 jusqu’à ce que le découpage en classes ne soit presque plus 

modifié. 
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Fin du cours d’analyse de données 
 
 
Signé par :  

(^)(^) 

(=^-^=) 

(‘’) (‘’) 
POOKIPOOKI 

Votre fidèle serviteur … 
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